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Ryszard 8. Michalski

SYNVEZA WYRAZEN MINIMALNYCH
T ROZPOZNAWANIE SYMETRIT
FUNKCJI LOGICZNYCH

WSTEP

Tematem pracy si nowe kongepeje rTozwiazania kilku isbotmych
probleméw teorii syntezy autonatéw, a mianowicie problemu pokrycia
przy syntezie minimalnych normalnych wyrazet logiczaych, problemu
rozpoznawania symetrii funkeji logicznych oraz problemu Wykorzys-
tania informacjii o symetrii Ffunkeji do uproszezenia syntezy jed
wyrazenia minimalnego.

Problem plerwsszy, nazyweny tekie problemem rozwigzywania tabli-
¢y prostych implikentéw, ma w dziedzinie syntezy automatdw cyfro-
wych waizne znaczenic zardumo teoretyczne jak i prakiyczne. Wynika
ono nigdsy inpyml 2 tego, %e problem ten ma charakter podatawowy,
dzieki czemu metody rozwigzania go moga byé wykorzystame do roz-
wiazenia szeregu inpych zagadnien powstajgcych przy syunbezie auto-
matéw cyfrowych, & pawet poza ta dzledzing.

Problemy matematycznie'réwnowazne temu problemowi (ogdlnie pa-
zywane problemami pokrycla) wystepuja W zagadnieniach syntezy wy-
razehr minimalnych funkeji wielowyjéciowyeh /1/, wyraiedn minimal-
nyeh funkeii w wasnych dla prektyki systemach ziozonych z Tunltegl
"HORM lub “HANDY /2/, wyraieh minimalnych dysjunkeyjno-progowych
/3/ i szeregu innych tego typu zagadnieniach (mp. /4/Y.  Problemy
pokxycia wystepuds bakie przy ukiadeniu vestéw diagnostyczoych dls
maszyn cyfrowych i w zagadnieniach podziaiu zadanego zbloru funk -~
toréw realizujacego dang funkcje logiczng pa bakie podzbilory mie~
dzczace gig ha jedrej plybee, aby zapswnié mipimalng liezbe poia-
Yaczen /5/. Powsiajs Townie? w zagadnieniach rozpoznawsnia, W za-



gadrnieniach sterowania siécismi ¥acznodei, w badaniach operacy;-
nych oraz w niektéryeh zagadnieniach ekonomiceznyoh.

Uzyskane w pimiejszej pracy sigorytmy rozwigzenis problemu po-
kryeia opisanc w odniesientu do Syntezy‘minimalnych normalaych wy-
raied logicznych. Jednak, jak pcokazano w pkcie 3%.7.3, aslgorybmy te
moga by¢ zastosowane, po odpowiedniej modyfikscji, do Terwigeywe-—
nia dowolnych probleméw pokryciam. :

Problem pokryeis w sformutowanin odnoszgeym sie do syntezy wy-
_ raZen minimalnych byi postawiony pe raz pierwszy w 1952 Toku przez

Quine’a /6/, kiéry opisel go stosujac tzw, bablice prostych
implikantéw. W sformulowaniu tym problem polega na okresleniu w
zbiorze wszystkich prostych ilmplikantéw danej funkeji legicazne]
podzbioru, kiérego sums skiadnikéw stanowi wyrasenie minimalne
funkeji. Ogélne algebrologiczne rozwigzanie teoretyczne tego pro~
blemu podai w 1956 r. Petric /7/. Rozwizzanie to sprowadza sig do
utworzenia zhicru wyrazen nieredukowalnych.1> fupkeji (presedsta-
wionych tu w postaci sklsdnikéw dysjunkcyjnege-sormalnego wyrase —
nia tzw. p-funkcji) i nastepnie na wybraniu gpoérsd mich wyraze-
nia mirimalnego. Rozwigganie tekle jést jednak w praktyce mnierea-
lizowalne, przy zatoZeniu dowolnodei funkeji, jus Przy niewielldej
liczbie zmiennych. Wynlka o z tego, %e maksymalna liczba T(n) wy-
razed nieredukowalnych dowolnej funkeji n zmiennyeh rofnie  dra-
stycznie ‘szybko wraz z Wartofcia n

1,28

-
oo 2

55 < 7w (n)- ;
s N

(oszacowanie podangqprzez Zurawlewa /8/).Dla n = 8 funksda ‘t(ﬁg
Jest wigksza od 10" ', a dla n = 10 osigga wartoad wigkszg od 107",

To ogdlne rozwizzanie problemn stosuje sie zwykle po zagtosowa-
niu %zw. podstawowych technik redukcyjnych, upragzczejgeyeh tabli-
c¢ prostych implikantéw:lwydzielenie Jadrdwyceh prostych implikan-
téw oraz wykreslenie dominujqeycu kolumn i dominowanych wierssy

1) . . ;

Wyrazeniem nieredukowalnym nazywa sie wyrazenie, w ktérym
skreslenie dowolnego skiadniks lub dowolne] litery (zmiénnad'w po-
ssaci prostej lub zamegowane;) powodujs, ze wyrazenia  przestaje
by¢ ekwiwalentne danej funkeii.
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/6, 9/. Réine pbdéniejsze ulepszenia rozwigzania Fatrice /G, 11 1
jnne/, Jjak na przyktad metoda rozgakezien /10/, a takie niedawno
opublikowane nowe btechniki redukeyjne /11=16/,nie wprowadzaja jed-
nak istotnego postgpu oprécz uiatwied rozwijsania W szezegolnych
przypadkaoch. :

 Odrebny lierunek baded nad rozwigzaniem tege problemu reprezen-
tuja prace stosujace metody programowania liniowego W liczbach
catkowitych /17, 10, 18-21, 13/ oraz metody teorii gier /10/. Jak
wynika z istnisjgeych publikacji, prace te rowniez nie przyniosiy
wyrainego postepu.

W swistle ostatnich prac /22-27/ problem polryeiaz przy synbezie
wyrasehn minimalnych jest w praktyce mierozwigzywalny przy zaloie-
niu dowolnodci funkeji i w jednej klasie algorytmdw (tzn. bez ko-
rzystania z dodatkowyeh informacjl o funkeji, Ze na proykiad Jjest
gymetryczna, liniowa Itp.) juz przy okoro 10-11 zmienuych. Soiste
jego rozwlazanie jest bowiem w ogdlnym przypadku zwigzane, jak udo-
wodnit Zurawlew /28/, z przegladem elementéw danege zbioru. 4 oka-
zuje sig, Ze przeglad ten juz przy tej liczbie zmieunych moize Wy-
megaé liczby operacii niereslizowalnej nawebt na najezybszych ma-
szynach matemstyocznych. W opublikowans] w 1986 r. pracy /25/ Wasi-
liew skonstruowal ana przykisad funkcje, dla kbtérysh ckressienie
wyratenia minimslnego wymaga Juz pray 11 zmiennyech przegladu 10 e
elementew (liczba wyrafed nieredukowslnoych wymnosi W tym przypadkd
10 ). Wykonanie tej pracy prazesz maszyng frykonujaca 10 min opera-
¢ji przegladu na sskundg wymagaloby ok. 3000 lat.

Dlatego powstal problem poszukiwania; % jedne] stropy - metod
dajgeyeh dobre rozwlgzenia przyolizone 1 jednoczesnie mozliwych do
srealizowenia w skomplikowanych przypadkash, B z -deuglej strony -
mo#liwie najdogodniejszych metod &cisiego rozwigeania, dotyczacyeh
tyoh przypadkéw, kiedy teorstycznie jest mozliwe uzyskanie rTozwla-
zania bez koniecenodci preegladu elementdw bardzo licznego zbioru.

Oba powyzsze kierunki badad zostedy podjete w niniejszed pracy.

W chwili obecniej istnidje juz szereg wetod rorwiazal praybli-
zonych (mp. /23, 29-32/), kbtére peolegajq na okresleniu pewnego Wy-
rasenta nieredukowalnego. Zadna z tych metod nie pozwala jednak o-
szacowad odlegosel otrzymywanego rozwigzania do rozwlazanisa mini-

B —

1)53 pomoos taw. algorytmow lokalnych Zurawlewa (zob. dalej).



malnego. Brak takiego oszacowania stanowi istotng wadg tych metod,
poniewas - jak wykazano w pracy /33/ - wyrasenis nieredukowalne
danej funkcji logicszne] moga zuacznie rézmié sig zloZonosoiy | jud
nswet przy niewielkiej licsbie zmlennych.

Jednym 2 wynlkéw niniejszej pracy (pkt 3.7) Jest skonstruowanie
metody rozwigzania przyblizonepo dajgce] oszacowanie maksymalne j
odlegtosci otrzymywenego Tozwigzania, nazywanego quasi-minimaluym,
do rozwigzania minimalnego. Odleglodé ta Jjest wyrazana liczbg
skiadnikéw A oraz liczby liter ¢ . Okazuje sie proy tym,%e oxa=
wiena metoda, wymagejacd znacznie zredukowanej ilodoi oparacji, w
szeregu przypadkéw (jak wykazély préby przeprowadzone przez auto-
ra) prowadzi 30 rozwiazan Bcisle minimalnych (gdy & = 0 orag
4 = 0). Metode te Tozszerza gig nastepnie na praypadek ogbélnie
postawionego problemu pokrycia, Ze wzgledu nz dufgq redukeje ilodei
operacji metvoda ta moze byé szczegolnie preydatna przy Tozwigzywa—
niu problembw pokrycia o duiej zlodomoseci (na przyklad przy dugej .
liczble zmiennych i duiej liczbie prostych implikantéw) .

Dla szeregu funkeji logicznych wyrazenie Scidéle minimalne mozna
otrzymaé w sposdb stosunkowo prosty, bez wykonywania operacii prae-
gladu lub co najwyze]j przez wykonanie przeglydu moeno zredukowane~
go zbiloru wyrafed mieredukowalnych. MoZliwosé +a wynika z tego, e
W pewnyeh przypadkach mozna stwierdzié, cay dany prosty implikant
wejdzie do wyraienis minimelnego (ozy jest ckstrenala),czy tez nie
przez badenie implikantdw tylko z pewnego Jemo obtoczenia (rezumia-
nego w najprastezed postaci jako zbidr Implikantéw przecinajgeych
sig z nim /34/). Interesujgee jest wiec teoretycgne wyjadnienie
mozliwesci {akiego lokalnege wybord prostych implikantéw i  skon-
struowanie praktycznych metod rozwigzania problemu na podstawie ta-—
kiego lokalnegoe wybord.

Pierwsze prace w tym kierunku byly podjete przez Rotha /29, 35/
2 nastepnle wazne wyniki w tej dziedzinie uzyskal Zurawiew /28,34,
56-38/. Skonstruowal on pewne algorytmy lokalne (algorytm A oraz
A7 /34/) oraz migdzy innymi udowodnit /28/, jak wspomniano poprze-
dnio, ze istmiejy przypadki, kiedy niewozliwe Jest  stwierdzenie,
czy dany prosty implikant Sest ekstremals, czy nie, bez okreflenia
Zbioru wyrazer nieredukowalnyech (lub przynejmniej pewnego ich pod-
zbioru) i pordwnania tyeh wyraieh. Wynika z tego, 2e rozwiszanie
problemu polrycia wymapga w ogolnym przypadka operacji- przegladu,
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Prace Zurawlewa dotycza wyjadnienla teoretyczuyeh mozliwosSci lo-
kalnego wybozru prnstyéh implikantdw, mniej.nﬁ§Qgiast uwagi awrace
si¢ w nich na praktyczng realizacjg odpowiednich algorytméw..

W pkeie 3.4 formuluje si¢ szereg twierdzeh i konstruuje opera-
¢je lokalnego wyboru prostych implikentéw (oprate na innym podejs-
aiu miz stesowal Zurawlew) oraz podaje sig slgorytmy syntezy wyra—
Zeh minimalnych wykorzyshujsce te operasje. Tstobng ‘cecha tych al-
gorytmbébw jest to, %e przy wykonywaniu okreslone] operssil Jlokalne]
badany podzbidr implikentéw generujs sig za kasdym razem oddziel=
pie. Takie podejécie pozwale unilknaé koniecznoSci pamigtania im-

plikentéw wbednych (wehodzgoych do wyrefeh redukowalnych),a jedno-

czednie nis wymaga okreslenia waszystkich prostychimplikantdw przed
rozwigzywaniem problemu pokrycia, Jak wiadomo, juz sam problem ge-
nerowanis wsaystkich prostych .aplikantéw sbanowi, ze wzglgdu na
szybkl wazrost lch liczby ze wzrostem liczby zmiennych n  (Zebacs
pkt 5.1.3) silne ograniczenie stosowalnodei wielu metod (np. meto-
dy Quine “a-MoCluskeya).

Dla przypadka, gdy za pomocs prazyjetych operacil logicznych nie

‘mosna ckredlié wyrefenia minimalnego, skonstruowano (pkt 3.5) pew-

na metode, nazwang metody gwiazd roztgcznych. Podstawy teoretyczne
tej metody byiy nestepnie wykorzystsme do skonstruowania wapommis-

ned poprzednio metody rozwijzania quasi-minimalnego.

prugl podjety w pracy problem to problem rozpoznawania symetrii
funkcji logicznych, postawicny w sposéb ogélny. Chodzi tu mianowl-
cie o rozpoznswanis calkowitej lub  czesciowe] gymetrii Lfunkejl
wzgleden liter (zmlennych w postact proste] lub zanegowaned), PPIY
czym zardwno w przypadku, gdy fumkeja jest' okreslona c¢alkowicie,
jak i w przypadku, gdy jest okreslona czgSciowo.

Zngjomosé symetryeznych wlasnodci funkeli logleznmej Jjest waina
dla syntezy ukiadu logicznego z szeregu wzgleddw. Przede wszystldm,
gdy nie wprowadzamy ogramiczeh co do struktury ukradu, metody pro—
jektowania uktadéw realizujgeych funkeje symebryczne B84 bardzoc pro-
ste /90-92/, szezegélnie gdy ukiad buduje si¢ na takich elsmentach
jak przekatniki /90/ lub elementy progewe /92/. Jedli zes jestedmy
zainteresowani w gkonstruoweniu minimalnegs dwuwarstwowsgo uxtadu
logicznego na konwencjonslnych elementach logloznych "lub", 71",
“nie" (lub ukladu pochodnego od tego), to wéwezas powataaa problem

syntegy wyrazenia minimslnego.



W rozdziale 5 podaje sle szereg wynikédw, umotliwiajgeych zna-
¢zne uproszozenie takiej syntezy w przypadku, gdy posi?da.siq in=
formacjg o symetrii funkeji.

Powyiszy Takt ma szezegblne znaczenie z tego powodu, e - Jak
wynlka » pracy /52/ - klesa funkcji logiczaych posiada jgeyeh ma-
keymalng liczbg prostych implikentéw wéréd funkcit danej liczby
zriemnych 0, zawiera si¢ w klesie funkcji symetrycznyech -2, Wy=-
korzystujac Informacje o symterii mozna dla tych funkeji, bedacych
potencjalnie “najbrudniajszymi“ dla syntezy wyrazenie wminimalnego,
alreslié teldde wyrazenis w sposéb znacznie utatwiony.Funksje ¢ ma-
ksywalnej liczbie prostych implikentdw przy 1liczbie zmiemnych n =
= 2y wesy 24 podane w pkeie 5.1.3,

Znetosowanis uzyskenych wynilkdéw odnoisnie do wykorzystania din-
formacii o symaﬁrii do syntezy wyrazeA minimslnych stwarza réwnies
- poza omdéwionymi poprzedmio przyczynaml - potrzebe istnienia wy=-
godnej metody rozpoznawanis symetrii funkeji logicanych.

Problemowi ragpoznawanie symetril podwigcono wieles prac/93-100/.
Zidecydowana wighszoéd tych prac dotyczy jednsk tylko rozpoznewania
calkowite] symetrii funkeji, przy tym funkeji catkowicis okredlo-
nyclhi. Mukhopadhyay /98/ cpisuje metodg, w ktére] dla okreflenia
zbloréw liter calkowitgj lub ¢z¢bSciowej symetril (funkeji calkowi-
c¢ie okreslonsj) stosuje sle odpowiednio n lub G t2w. kart de~
Kompozyey nych., Karty dekompozyeyjne pozwalajg na bardzo proste
sprawdzenie symetrii wagledem okreslonych par zmiennych, jednsk pro-
ces rozpisywania na pich funkedi logiczne] staje sie kiopotliwy Ze'
wigledu na szybki wzrost funkeji C, wraz ze wzrostem n Ju2
przy stosunkowo nisdufe] wartosei o .

Dietmeyer i Schneider /100/ opisujg metods rozpoznawanis syme~
trii obejmujacy réwnlez funkcje czebciowo okreélone i wielowyjs~
ciowe (Jjest to pierwsza praca uwzgleaniajgca taki ogdlny pPraypa-
4ek), prry czym metoda dotyczy rozpoznawanis symetrii tylke wzgle—
dem zmiempnych. ¥etods ta zostala opracowena przede wszystkim dls
realizacjli spassynowej.

W rozdziale 4 opisuje sie metode rezpoznawania catkowitej albo
c2gbclowe] symetrii wzgledem liter, ktbéra obajmuje zardwnoe funkeje

3) Zakledejge, 26 klasa funkejl symetrycznych obejmuje funkeje
nie tyiko symetryczne wzgledem zmiennych, ele takfe funkcjs syme-—

tryczne wzgledem liter (zob, pkt &4).
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catkowicie jak i czgsclowo okreélone.Podaje sig takze sposdb zasbe—
sowania metody w praypadku funkeji wielowyjéciowych.

Problemowi wykorzystenia informecji o gymetrii funkeji do upro-—
szozenia syntezy jej wyratenia minimalnegoe poswigcono jak dotych-
czas mato uwegi /9, 101/. W Pozdziale 5 niniejsze] pracy podano
szereg rezultatéw z tego zalcresu pozwalsjacych na Znaczne URrOSZ-
czenle tekiej syntezy, przede wszystkinm w przypadku catkowitej 8y~
metrii funkcji.

Oplsane w pracy rozwiazania podjgtych probleméw zostaly oparte
na wykorzystaniu pewnego dwuwymiarowege medelu topologicznego funk-
¢ji logicznej, nazywanego obrazem TuakeJi, ktéry jest sanalogiczny
do znamych konstrukeji geometrycznych stosowanych do przedstawlia-
nia funkcji logicznych. Zastosowanie tego modeln pozwala Z jednej
strony na :abwa realizacj¢ rgczng opisanych algorytméw (dle dowol=
nej funkeji do ok, 8 zmienmych, & W prostezyeh przypadkech do ok
41%-14 gmiennych), & 2 drugiej - na wzgledna prostote ich zaprogra-
mowanis na maszyng cyfrowg celem realizacii antomatyoznel, Iomie-
czne] przy wiekszej lioczbie zmiepnych. Przy realizacji aubomalbyczr
nej powy%szemu nodelowl odpowieda pewna macierz. Jednoczesnie oma-—
wiamy model umozliwi}l uzyskanie przejrzystoscl w opisie algoryi-
mow.

W bibliografii dotyczace] pieTrwszego problemu, ze Wwzglgdu na
duza obfitesé prac 2 tego zakresu, podanc przede wazystkim  prace
najnowsze i tylko wainiejsze prace sbarsze, natomiast w odniésie-
niu do pomostaiych podans wiekszobé znanych prac. Wrnory,definicje,
twierdzenia, wnioski, przyklady'i rysunki ponumerowano podajgc nu-
mer rozdzialu oraz Kulejny numer w danym rozdziale. '

Autor pregois zlozy¢ bardzo gerdeczoe podziekowanie prof. drowi.
in#. J. Siwihskiemu za opleke, prowadzenie bej pracy oraz 2a wiele
cennych uwag i wekazbwek, Slowa podzigkowania nalezg sig tez Jego
Wepbkprasownikom z Eatedry Autonatykl Procesdw Przemysiowych na Po-
litechnice Slgskiej zs uwagl w dyskusjach prowadzonych podezas e~
ferowanis pracy pa seminariach Kabtedry. Bardzce sepdecanle autor
dziskuje réwpiez prof. drowl S. Wegrzynowl za fskvyczne zgainicjowa~
nie tej pracy oraz jako recenzentowl ~ za wigle cennych uwag o
niej.



Szozegdlng wdziecznosé aubtor wyrdia doc. drewl R. Marczyfhskiemu
_ recenzentowi pracy oraz Jego Wapdipracownikom -z Centrum Oblicze-
aiowego PAN za bardzo liczne dyskusje oraz uwagl krytyoszne, kbbre
byiy istotnym bodicem do ulepszenia tej pracy w czasie jej pewste-
wania, Serdeczne podziekowanie sklada antor rdwnies recenzenbowi -
doc. drowi A.W. Mostowskiemu =za szezspblowe zspoznanie sig z pracg
orez za szereg rzecrowych i warbobciowych uwag.

Gleboka wdziecznodd autior winien prof. M.A. GawriXowowl,czlon -
kowi—kcresppnﬂentowi AN Z88R, kierownikowi Iaboraterium w Instytu-
cie Automatyki i Telemechaniki w Woskwie, 2za zainberesowanie aie
rezultatami te] pracy i przesianie o wich swoje] bardzo wnikliwe]
opinii stanowizce] duza zmachete dla autora.

4. WIADOMOSCT 0GOLNE I DEFINICJE PODSTAWOWYCE FOJEC

1.7, Oznaszenia

Ei oznacza negacje zmienmej x; . Funkeje £(x) =%, oraz
f(x3) = X. nagzywa sig literami,odpowiednio prostg i szanegowang

. _ 6i
zrienneJ 3 i oznecza sig xil . 61 € {0,1} y PrZy czym X4 =

{xl y Jesli 6y =1

it

& &1 2 14 .
= . Bymbole x ‘v X s xg-l, zga oznaczajy ofd-
ot

X; , Jesld 64

powiednio dysjunkéje 1 koniunkeje liter xii oraz xgﬁ. Dys junkeje

i Xoniunkcjp funkeji logicznych fi + 1 € 1, cznacza sig odpowie-

dnie WV f£. oraz /AN F, . ZHibr B = {@,,800000,.8 O0ZNECZA
1e1 * je1 t {e402g10eer0p)

sie syubolem {ei] P 4o Bume, iloczyn, rézmice i ilaczyn  kartesjat-

s'Ja:i.:| zbiordw B, i E2 oznacza sig odpewiednio E1LJE2, 'E1r1E2,

Eq\ Epy By © By .:Sumq i iloczyn zbhiordw rodzing {Ei}1€EI OZnE-

¢za sig odpowiednio U E, oraz N Ei » Zbiér wszystkich ele-
iel 1el

mentéw e speiniajacych funkcje zdaniowa @(e) oznacza sig jako

[e: q)(e)] « Moc zbioru E oznacga si¢ <o(E) , zbior pusty 8 ..

Negacje, sumg, iloczyn, implikacje w rachunku zdad oznacza si¢ od-
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powlednioc: ==, VvV, A, =3, Eventyfikatory - szczegélowy i ogélny -
oznacza sig odpowiednio:r 3, V, & ich gaprzecsenie: ;'é] , Y.

1.2, Definicje pojeé podstawowych

Fieoh £2:= ( Wqp wees @pds FE{0s1,0ne i1}, wye {0,2500s

d .
k=1} , i = 14evy By ozZnACEA ClAE wartodoi zmiennych wejéciowych
n
Ky ever Xy taki, e § = E c_.}ikn"'i .
i=A1

Niech 5t ozmnacza zbi6r wszystlkich ciagdw Rd: 8 = {SE 5]?:81 .

wiech W= (g0 wore Y ) J€{0y 1y veey DT = G Yy
:{.0, 1y soey =1, =}, 1 =1, +.uy ®y gdzle X nazywa sig warto-
&cia obojetna, oznacza cigg warboscl zmiennych wyJjecilowyeh Faseevy
N o . ‘4’1' jeéli qfi =

In taki, % 3 =i q)'(]ﬂ‘1) , gdzie \1/1 = = lyeee k=1
= k, Jesli ;==

(e )® -1

Nieeh W oznascza zbiér wszystkich ciagéw ¥ jz"{' = {1{13} .
a=

Defimicja 1.1, Odwzorowanle £ 2bioru £ ow zoior ¥

r: ——V (1.7)

nazywa sig k-wartoéciows m-wyjsciows funkeja logiezng n zmien-

pefinicja 1.2, Uklady techniczne, kbdre przy wprowadzeniu odpo-
wiedniej interpretacii cyfrowe] sygnatéw wejsciowych i wyjhciowych
realizuja  pewpg funkeje loglezng ¥ nazyws 2le iknmbinacyjnymi
uktadami lomiczoymi 1ub jednegbtenowymi spbomatami cyfrowymi.

Punkeje logiczng m-wyjsciowg mozng ‘traktowaé jako zbidr funi=
cji jednowyjselowych f‘i(x,l. NCh In)' 1 =4, esey M. Z2atéinmy za-
tem dla dalszych rozwazad, ze o = 1.

wiech R , ¢ & [0,1,.00,01, 2] oznacza ebitr [ 12(2 P=q] .
Jedli 5?,* =8 , to funkeje f nagywa sig calkowicie okreflona, je~
511 27 # ® , to crgsciowo okredlong. _ ‘

Punkcja czesciowo okredlona jest réwnowazna zbiorowl

% @ ={f;]§=o

1



S .
gdzie T = kc{SE} ~ 1, funkeji calkowicie okredlonych f*, powsta-— \\\
i

Jgeyeh przez réine pegbicia zbioru Q" na podzbiory :;‘R'O. ﬂﬁ’q,

g2 Fk=1 prayiecie, e

IERE"

eR*¥Y) - 9] dla =0, 1, wiey ke
GrE%
RN RF) = 2@\ aH
Hfiech
5
P =2rb1(aodk), {0, 1 .0, k],
alfqs f2} = max (f,.l,_ £5) s fk(f,‘. ty) = min (£, £5)y
gdzle f, £,y f5 - dowolne funkeje loglezme (mrszy o = 1)

?uakc;er fg', 5 =0y 1y vosy k=2, nazywa s1¢ funkeiami negacjiy
funkejg £° , 6§ = k - 1 ~ funkeja prosta, funkecje zad fd(fq, £5) 1
fk(f1, fg) -~ odpawiednio funkeja dysjunkeii i kopiunkeji,pray coym
oznacza sig Je: f1 Vi, oraz 485

Z podenych definicji, Jjek Latwo dowledé, wynikaja nastepujace
rownoscis: -

(8, \/T,) = £y {1.3)
1

\/ 2% =2 (1.4)
5 =0 1 L

Réwnofoi (1.2) i (1.3) nazyws sie prawami pochianismia, s pdw-
nosd (1,4) =~ prawem sklejania.

Winiejsza praca dotyezy tylke fumkcji dwuwartofciowych (k = 2)
i zagadnmiczo jednowyjsciowyeh (m = 1),dlatego terminu "Punkeja lo-
giczna" uiywa si¢ w dalszym ciggu, gdy nie podaje sig dalszych ckre-
gleh, w odniesieniu do tego wlsénie przypadku.

Funkecje £°, 24 V1 £.55 sa w tym praypadiy swykiymi funk-
cjami cdpowiednio negacji, gdy 6 = O (ozmaczanej £ ), dysjunkcii
i kopiunkedl, a prawo sklsjanis przyblera posthad:

P\ E4Es = £y (1.5)
12



. PG i B
Zhibr & (£) = {f§}1=0 ; B2 12"{5E ) - 1, Jjest zblorem fuakeji

calkowioie okrvaslonych ff powstajacyoh przer réine rozbicis zbivm

ra 2% ns zbiory [rE T §t®' 4 przyjecie, #e
#2@9 - (o), fHa®) ={1], H@\H = £AN2H

System zupeiny funkcji zloZomy 3z Punlkeji negacii, dysjumkeji 3
koniunke ji oznacza slg: [—,‘wf,/“\j. Wyrazenia algebrologiczne ds-
nej fumkcji £ w systemie {- N, /\] o postact:

oA 8
s ﬂ\//\ z, (1.8)

=1 d
£ Ij
gdzlet I§5££1, 2, asty n] 3 moc zhigru Ig nazywa sig diugodcia
. €3
Jkoniunkcji /\dx;;
i€ ZII‘.j
a = liceha skiadnikédw w wyrazenin (dtugoss wyraienia)

b 6y
o /\\// x5 (172}
=1 3¢ 8
Sl
gdzie T & {1, cevy n‘},
b - liczba czynnikéw (czlondw) w wyrazenin
nazywa sie odpowiednio dysjunikey jayn normaloym wyrazeplen (d.z.w.)
i koniunkeyjnym normalnym wyrazeniem (konewe) funkeji I . Jesli
moe kazdego zbior Ig' lub kasdego zbiorTw - 3 jest réwma n , to
odpowiednio d.n.w. lub .DeW. nazywa sie kanonicznym.

K.o.w. Tunkeji mosna ntworzyé znajdujse najpierw d.n.w, pegacdi
e runkeji (bzn. traktujsc =biodr _‘:"ELJI Jako zbidr .EEO i odwrote
nie), a nastepnie zamieniajge w Tym wyraszeniu znaid dysjunke i
onskami kopiunmkeji i odwretnie oraz 2astePuJac litery proste zane-
gowanymi, & zZanegowane prostymi. Procedura ta wynika berposrednio
z praw De Morgana:

oraz

f1 \/‘fz\/ »--Vfc=£1f2loofc ('1!8}
f1f2i-ofc = i‘] sz \v’{ Ew \/ f_c ('1.9)
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gdzie fi y 221y seey ¢y dowolns funkeje logiczne.

Mowi #ig, ze funiejs f‘l implikuje funkaje fZ s de&lis

1) w przypadku gdy oble funkeje f1 orzz £, sg calkowicie o-
okretlone, zachodzi relagja

V&g e R), 2, ()< £, (@)

2y w pozoatalych prz;ypaakach w zbiorze @ (f’l) ES {)(fa) istnie-
Je para fuaksji (f1, f2) spelniajacych warunek 1s

Méwi sig, ze koniunkecia Ky = /\ %~ zawisra w w sobie lko-

ieg I1 '
2 1 e
niunkeje o 5 = ;" 4 Jesli 1,21, oraz 6, = 6% dla
ie I?.
iceg I_2
_ . 65 .
DEfiﬂiclla 1- E.a KOJJJ.U.‘IJJ{GJQ o= 3 xi s Ig‘{‘l' sany n} na=-

ieX
zywa slg prostym implikentem funkeji £, jesli implikuje ona funk-
c¢de T orez nie zswiera w soble Zadnej koniunkeji, ktéra réwnies
irplikuje funkeje £ .
Koniunkeje o' orsz o narywa sie sasiednimi, jesli maja

postad E 1=6
| ; :
% = E_Ss{‘.(,_ 0(2 = x_B sm
6
gdzie: o = /\ xii o 9{1, e ny n}

i€l
-s-'c[’l. sty n] - s¢ I
Ropiunxcje sgsiednie, zgodnie z prawem sklejania (133, spex-

niajs rownoéd

1 2
& VeaTz o (1.10)

Definicje 1.4, Funkeje f(xqs «vey X,) nazywa cig gymetryczng

. G4
wzgledenm zbiory iifer X = {xi'j'_]i e v I 2{1. seey n} s geslis

1) w przypadku gdy R = = 6 jest inwariantns wzgledem dowolnej
permuvacii liter gbicru X ,

2) w przypadku gdy 2= 2 o s W zbiorze Q’{f) = -[f'f.} Punkedi

T4



carkowlcie okreéiﬂnych istnieje przynajmmisi Jjedns funkoja f?
sperniajgca warunek 1.

Zhiogry liter, wogledem kidrych dana funkcja jest symetryozna,ne-
zvwe sie zbiopami liter symetrii lub, krétko, zbiopami eymetrid.
Zhiory symebrili meksymalne wzgledem inklajl *) nazywa sie maksy-
malnymi zbiorami symetrii. fsksymalny zbiér symetrii posisdajacy

najwickszg moo wirdd weozystlkich maksymalnych zhiopéw symetrii da-—
nej funkeji © oznacza sig X . Jesli e(X") =n , to funkeje ¥
pazywa sig catkowicie symetryczng, a jesll 1<e(X™)<n - ozgé-
cliowo symetrycznig.

Definicia 1.5. Elementarnymi funkcjemi symetrycanymi nazywa sig
funkeje o postaci:

B & 6 A-64 A-6, A=y
30(]:,‘1, xzz' vy xnn)r-xalxa sew Xy L
] -G & 4 48 1B
S.ist’“, xgl, ey xﬁ“) & xi‘x; L :15\‘}1{261222' 2z fxn(/
& 6 6, 46, 1By &y b G 4K
.sz(x%, Xy eees XD = xﬁ* “x.; 8.4 xn-\/x,l“ %, zx; X, .
Ay
: - ew xn‘ - s

Sn(x;?", x_g‘, > xi") = xﬁ" xg‘ «¥o xﬁ“

Definicja 1.5, podaje uogblnienie elementarnych Funkedi syue-
tryczanych wzgledem smiennych na eleméntarne furkeje symeiryczne
wagledem liter. Ponifej podaje sie analogiczne uogblnientie  dwéch
snanych twierdzed dotyczgeych fumkeji caikowicle ‘aymstryczayceh
wzgledem zmiennych.

Twieprdzenle 1.1, Kaida funkeja calkowicie symetryczna moZe byé
przedstawiona w postaci dysjunkeji elementarnych funkejl symetry-
¢znych posiadajacych ten sam zblér symetrii.

. Drieki twierdzemiu 1.1 kazdg funkeje calkowicile symetryczng
wzgledem liter mofna zepisaé w postaci

£ = 5. (X) = 8,(
\/ 8 &

az€ A
85¢€ 4

4) ' :

Przaz "zbidr o wiasnodceli W makeymalny (minimaluy) wzgledem
inkluzji" rozumie sie zbidér, kbdrego zaden nadzbldér (podgbidr) nie
posiada wiasnoséi W .

3



651 i %4 i1
gdzie X ='[xi )i=1 - zbiér liter symetrii,a 4 = {aj}j=1'2,...g

& & {0, 1y wasy 1) = zbiér indeksdw funkcji calkowicie symetrycze
nych, 2z ktérych sklada si¢ dana fumkcja (tzw. 2bidér a-indeksiw
funkeji). Fumkeje 8,(Xqy Xps -««y X)) zepisuje sig w postacd s

Twierdzenie ‘1.23

B,(X) = ﬁi(X)
gi o L
{= fier s B2=1- 6y
{a jn &, =n -8
J 3=0 S J
Definicie 1.6. Ciggiem charskberystycznyn Ffunkeji catkowicie

symetryczne] 5,(X) nazywa sie cigg C(4) = (Cge Cq1 wees Cp),tE
k, ze

gdzie X

A

1, jJesll a € 4
G..= -
& 1o, jesli afa

a = 0-’ 1' 2’ *noy n .

1.3%. Zryieris minimalno$cl wyrazeh funkecji logiczmych

Przyjmuijgc okredlony system zupelny funke]ji mofna w bym syste~
mie utworzyé zwykle szereg réinych ekwiwslentnych wyrsZeh algebra-
icznych danej funke]i logicznej. Kasde takie wyraﬁenié ocpisuje
Jednoznacznie pewien uklad loglezny wrealizujgey te Lunkejg. Ze
wzgleddw realizacyjnych najbardzie) pofadane sg wyrazenia opisuja-
ce ukrady mozliwie najblizsze "opiymalnyn™ w sensie rdinych wWyma-—
gah narzucanych przez praktyke. Wymagania te dotyceza zwykle szere-
gu rézaych parvametréw ukladu, m3 z reguly przeciwstawne i czesto
mato sformaligowans. NejczeScie] jedunak sprowadzajg sie do kilku
podstawowych, Jjak na prezyktad do wymageh odnoSnie do minimalnej
liczby funkbordéw, minimalne] glebokosci ukladu,maksymainej niezs -
wodnosci, przy spelniepiu okreflonych ograniczed (pa przyktad co
do maksymalngj ilosci wejsé na funkbtory i ich oboigzalnoéci).

Powyiszym wymeganiom odpowiadaja pewne okreslone parametTy wy-
razenis algebraicznego Ffunkeji (ne przykitad liczba skiadnikéw,
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liczba liter, liczba nawiasdéw itp.) 1 dlatego problem syntezy op-
tymelnego uktadu logicznege sprowadze sig do syntezy odpowiednisgo
wyrazenia algebraicznego. Ze wzglgdu ma rdznorednosé kryteridw
praktyczaych (pomijajgc brak ich wzajemnego Scistego formalnego
powlgzania) okredlenie takiego wyrazenia wymega 2z reguly bardzo
wielkiej, praktycznie nlsreelizowalnej, ilodci obliczet. W zwigzkw
z tym wprowadza sie¢ pewne proste matematyczne kryteria optymalnos~
ci wyrsfed algebraicznych, dobtyczace jednego lub dwoch pearamebndw:
wyrazenia i dokonuje si¢ synbtezy wyraZenia optymalnego w sensie
tylko tych krybveriéw. 9ak otrzymene wyraZemie moze slu2yé nastep-
nie jako podstawa do dslszych modyfikacjii.

W niniejszych rozwazaniach ograniczymy sie do lrdtidega omdwie-
nia najbardzie]j rozpowszeshnionych kryteridw oduoszacych wig do
syntesy wyrased w lconwencjonalnym systemie {— yV ,/\]. Sq to na-
stepujace kryteria:

1. Erybterium absolutnie minimainej liczby liter.

Wyrazenie speinlajgce to lkryterium npazywa si¢ wyrazeniem abso-
lutnie minimalnym (lub minimelnym wyrafeniem nawiasowym)j 0zZDACZH
sie Jje M&(f).

2., Fryterium minimalnej liczby liter w d.n.w, funkcji.

Wyrazenie spelniajace to erium nazyws sig minimalnym d.n.w.
funkeji £ 3 oznecrza slg Je k;{ff).

5, Kryterium minimalnej liczby 1liter przy minimalnej liczbie
skradnikdw w den.w. funkeji.

Wyrafenie speimiajgce to kryterium nezywa si¢ minimaluym naj-
krbtszym din.w. funkeji f ; oznacza sig jo M(L).

Kryterium 1 jest szczegdlnie przydatne dla rdwnolegloszerepo-
wych uktadéw przeksénikowych, poniewaz ilos¢ stykdéw w takim ukla-
dzis jest okreslona ilofciz liter w wyraZeniu Ffunkejl w systemie
{- , V, Al. Eryteriunm to wprowadzil Shannon /39/, ktéry podat tez
pierwsze oszacowanie funkecji L(n), okreSlajace] najmnisjszg ilosé
liter, przy usyciu ktérych moze byé w systemie [- ,V , A} wyratona
dowolns funkeja n zmiepnych. Ostateczne asymptotyczne oszacowa-
nie funkeji L(a) podat Lupanow /40/; wyraza je wielkosé 2%/n,

- Burkhart J41/ wdowodnil, ze wyrasenie Ma(f) nie zawsze moze
byé otrzywane (presz wynoszenle przed nawiss) z wyrazenia M (£).

Eryterium 2 ma réwnies zastosowanie przede wszystkim  odnosnie
do ukiaddéw przeksznikowych. Wyrazenie Ml(f) opisuje bowiem ukis~
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dy praekasnikeowe o majmniejeze] iloSei stykdw, wSrdd wszystkich
uktadéw reelizujacych funkcje £ i skladajgeyeh sig¢ 2z rownole-
glych galezi zawierajgoych szeregowo pokaczdne styki (bzw. ukiady
¥lasy 1 /427).

Dia ukladéw elektronicznych zioZonych 2 funktoréw realizujacyeh
funkeje systenu '[- 3 vV ,A'} najwigksze zestosowanie ma kryterium
3. Wyratenie MS(f) opisuje bowiem uk¥ad pealizujsey funkeje £ ,
ktory (w ogdlnym przypadku) posiadajac giebokodd 2 (a2 wige —mind-
malna, jaka jest potrzebns do realizowania dowolne] funkeji)  po-
siads dinimslng iiczbe Tunktorow 1 przy tej liczbie funkbordw po-
giada minimslng liczbe wejsé na nie (zakiada sig, Ze sygnaly wejé-
siowe odpowiadaja literon).

Ze wzzledu na istniejace zwykle ograniczenia (ma przykiad co do
tichci wejsé na Punktory) uklady opisywane wyrazeniem M (£) nie
s praltycznie realizowane pa funktorach elektromicznych juz prey
stosunkowo niewielkich wartosciach 1o . Praktyczne znaczenie wyra-
zenia Mk(f) polega jednak na tym, ze gwykle stanowi ono podstawe
do syntezy wyrazen uwezgledniajgeyoh zsdane ograniczenia.

Yatniaka l:tipc_:ﬂse:«:E:l.-i ze kryteria 2 i 3 sa riwnowdine,co oznaczalo-
by, #e zbiér ¥ = {M(f)} réwnowsinych wyraies minimslnych M (2)
zZawiera gig zawsze w zblorze wyraied najkrétszyoh K = {Kﬁ(f)] . W
4960 roku Zurawlew udowednilt /43/ piestuspmosé tej hipotezy przed-
stawiajac prezyklad funkgii 11 smiennych 5), dla ktérej M NE = @.
Ostateczne rezultaty badan tego problemu uzyskat w 1967 ». Lin-Sin
~Lian /44/, ktéry udowodniy, Ze

dla ©n =73 M=K
dla n = 4 ek
dla ]1.:':-"5 ﬂf(x,l, sewy xn)' ™ MWAE = ©

1.4, Ogdlnd charakterystylke procesu syntezy
wyrazen minimalnych (£) albo Mk(f)

¥ procesie synbezy wyratenia minimalnego Ml{f) lub M?(fj da-
nej funkeji T wyréiénia sie zwykle dwa ebepy:
3} _
Po zapoznaniu esle¢ z wynikiem furawlewa autor znalazl prazy-
kiad funkeji 9 zmiennych majgcej taka samg wiasnosé (rezultat nie
opublikowany) .
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P

I, Okreslenie zbicrn P(f) = { mi]in1

wszystkich prostych im-
plikantdw danej funkoji.

1. Okreslenie podzbioru FL € B(E) lub Pr & B(£)  takiego,
e
I VA (11
o € P

w(2)

\/ ety (1.123
mif:?k

W ogblnyn przypadku funkeja moge posiadaé nie jedno wyrazenie
ey 1ub B5(2) , lecz zvise MY = [ui(2)} atbo M¥ < [ufen)
wyrazeh réwnowasmych. Dla ich znalezienia naledy zaten okreslic
odpowiednie rodziny podzbiortw Pi lub Pf ;

Kazdy = powyzszyca etapdw mozne rozwazadé jako oddzielny probler.

Ppoblen I. Istnieja dwie podsbawowe metody okveslania zbiora
P(E):

4, Przez generowanie kolejmych koniunkcjl liver i sprawdzanie,
ozy implikujs one wadeng funkeje logicang /45-47 1 imme/.

s, Przez wiclokroine stosowanie prawa aklejania wzpledem konjun—
keji wyrazenia kanonicznego /&, g, 48/.

Pla praypadkéw istnisnia dugej ilofol ciggdw -Slj , dla kbtéryeh
funkeja posiada wartesé obojeing (0(525) 3> 0), zostaly upraoowaué
specjalne algorytumy /49, 50 i inne/. Istnieje rbéwnicz metoda okre-
Slania prostyeh implikemtow, kbérej podstawy jeat teoris consenso-
su /517,

Haksymalna liczbe prostych implilkantéw p(n) , Jjaks mode posie—
daé dowolne funkeja n zmiennych

p(n) = max p{Iy) (1135
i
gdeie {:i} - zbidér Wszystidoh funkeji =n zmiennych,
p(Ey) = o(F(£y))
sostata okreélena (dla n =520) przez Hagzakowa /52/

Rogozerzong tablice wertosci Punkejl p(n) dla n=s 24 podanc
w pkeie 5.7.5.

Problem IT. Jest to tzw. problem pekrycia (w sformulowaniu ué-—

.': 9



noszgcym sig do syntezy minimalnyeh din.w.). Przy wicksre] liczbis
zmiennyeh (0> 4) problem fen stanowi podsbtawowy problem synbezy
wyreZenia minimalnego (U(£) lub M5(£)).

frétka charakberystyka niektérych wazniejszych prac poswicco-
aych temu problemowi oraz trudpodci jego rozwiazania (odnoszgcych
sig zardwno do poszukiwania podebioru F° Jak 1 Pk) tyts podsgnz
we wstepie. Oprdcz ombwionych Yam prac w spisie literatury podano
uiektére inne prace dotyczgce tego problemu (lub ogdlnie problemu
syntezy minimalnych d.n.w.) /53-78, 81-88/. Prace /81-88/ opisuja
graficzne metody syntezy wyraied minimalnych (lub w przybliténin
minimalnych), _

W metodach graficznych problem pokrycla posiada prosta  inter-
pretacje geometTyczng 1 jest roswizzywany na podstewie wizualnego
potaczenia pdl pewnej tablicy w podzbiory pél odpowisdsjace pros-
tym implikantom, Foniewas w metodach tych (z wyjstkiem metody
/88/) proces ten odbywa sie nie na podstawie goigtego  algoryuil,
lsez drogg préb i breddw, dlatego metody bs przy liczbie zmiennych
wigkszej niz okolo 4 prowadzg, poza niektérymi przypsdiami szoze-
gblnymi, tylko do rozwigzai przyblizonych (zob. pkt 3.2),

W niniejsze] pracy problen pokryeia rozwaza 8ie w sensie poszu-
kiwania pedzbioru Pk s Yo znaczy poszukiwania wyrafenia minimal-
nego M&(f). Dlatego terminu “wyrasenie minimalne™ bedzie sig uzy-
wa¢ dalsj (w przypadku braku blizszego okreslenia) w odniesienin
49 wyrazenia N (f), zapisujgc go przy tym prosciej jako M(£).

2. O POJECIU OBRAZU FUNEGII LOGICZNET

2.7 EKonstruowanie tablicy logiczne]

Dowolna funkcja logiczna E(Zqy eeay x,) moze Dbyé zapisana w
postaci nmastepujsce] maglersy:

") = o] ¥20, 150002 B/2] )
h=0,1,4..,20" B/2] _,

gdzie tv,h = f{ﬂj), J=w e _an—.[ﬂfa:l + h
/3] = czesé catkowita liozby n/2
Slj - ¢igg J-ty wartosei zmierinych Xy ewey X o
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Hacierzy i{f} mogna wzajemnie Jednoznacznie Drzyporzgdiowad
pewisn dwawyniarowy model topoleglezny furksii £ . Przed  zdefi-
niowaniem tego modsalu wprowadzimy najpierw pojecie tablicy logics-
nej = wmiemnych. o

Podzislwy dowolny prostokat na 2[’1*’ Eﬂ warstw i 2‘-“"[372] o—
lumm wediug nastepvujacych regul:

1. ¥ pierwszym kroku prostokat dziell sig prosty pozioms na 2
waretwy. W kroku m lkasdq warstwg olrzymang w krokd m=t dziell
sig¢ prostymil poziomymi na 2 warabwy. Wykonuje sie'[n/ﬂ kmokdw.

2, Eeoki [n/2]#1, ..., » wykooujs sig fak jak w rumkeie 1,
lecz dzialac'prostakgt'prostymi pilonowymi na kolumny.

Proste dzielace prostokat w kpoku i (i = T, o ny 1) nazywa
#ig osiami zmiennej X; « ¢} powstaiych w prostokgelie warsTwach i
kolunnach zaklads gig, fe sy sblorami punlkthow nisg rawierajsoynd
punktéw ani osi zmiennych, ami kKontury prostokgta. FPrzeoigelie do-
wolnej warstwy z dowelnag kolumng nazywa 8ig polem.Zhicrowi pol le-
zacyeh nad osia X, przyperzadkowuie sig literg X, , a zbiorowl
p6l lezgoych pod 0sig Xy - litere Xy Zhiorowi pdl skladﬁgacemu
sie 5 podzblordw pol lezacych nad eosimml Xy 1= 2, eany tp/g ’
i mawartych w podzbiorach pdl, na ktore dziels prosbokgt osie Lg,
veny Xy a3 przyporzadkowuje gig litere ii, zbiorowi zas pol skia-
dajacenu sig 2 padobnych podzblordw pdl, lecz lesacyeh pod esiami
Xy ,'przypprzgdkowuje sig literg =y .

Analogiczoym zbicrom pél, skiadajaoyn sie =z podzbisrdw pol le-
Zg¢yeh na lewo 1 na prawo osi zmiennej Xy L= [n/é]*ﬂ, seey Ty
proyporzadkowuje sig litery odpowlednie xX; oOFanL Xy .

Nefipicia 2,1. Figure z opisanym powyze] prayporzadikovanien

; 4

61 R - ; -
zbiorm pol liter X, 4 eees xné ' ej.e{o,ﬂ} , nezywa sig tablica

logiazng n_ zmiennych.

lta rys. 2.7 przedstawiono tablicg logiczmg b zmisnoyeh, przy
czym dang zmienng X; o 1 =1y 2y weny Dy wpisano obok Tylko jed-
nej z cal tej zmiennej.

Wa Tys. 2.2 zagnaczouo Jjako praykiad sposéb przyporzadkowania

6
zbiorom pél niektérych liter i W tablicy logiczne] 6 zmiennych.

Zdefiniowana powyize] tablica logicznz 1 gmiennych jest analo-—
glozna do istpiejdcych Juz konstruke ji geometrycznych stusacych do
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Rys. 2.7
Tablica logicmna
n  zmiennyech

graficznege przedsta~
X3 : r wienia funkeji logicz-
nych; a mianowicie ta-
kich jaik tablice Mar—

X2 quanda  /79/, tablice
! vaona ©) /a0/, Veitcha
' /81/ i Bvobody /B3/.
Xy - ; _ Rézni 2i¢ ona od mich
&

Xy inng interpretacia
Xrey .
73”+f Z%?+2 (litery prazyporzadio-
2 wuje sie =zbioream pdi,
nie zas zblorom punktéw, co wkatwis szapis dzialed w tablicy) ,wpro-
wadzeniem pojgcia osi zuiennych orasz sposobem oznsczenia.

X5

a) b} e |
AT N 7
AN AR NeNGHZW7
" NN N ”f/{ Z
At 4 z Xy N %B . . éé é(
@w@ % SN R B
i S NP X ae 7] /
CTUVITV T CTRERG
W2 %49 %% NN ZRZ W
X, X Xs Eﬁ xg o Xe

Ryse 2.2. Zbiory pdl w tablicy logicezne] 6 zmiennych,
ktéryn przyporzadkowanc: a) litery x, i ié,b)litery 54 ix,

Leogicznym operacjon na literach odpowladajsg w tablicy logiczne]
&) Mie mylié 2z digegramani Venna.
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teoriomnogedciows opéracie na sbiorach poél} prezyporzadkowanych tym
literom: negacii odpowldda dopeimienie do zbioru wszystiich pél
tablicy, dysjunkeji - soma (potgczenie) zbioréw pol, kopmiunkeji -
iloczyn (przecigcie) zhiordéw pél.

2.2, U pojgein zespolu pbél

Definicja 2.2. Zbidr pdl tablicy legiczmej n zaulennych utwo-
rzony przez przecigeie sbiordw pol prazyporsgdkowanych litexdm do~

wolne] koniunkeji ot = é\l i § £ {4, 25 cuny ﬁj y Dazyws 3ig
i

zespolem pol 1 oznacza sig B(=).

Jm7 M B By = B
£y e i B S Ea -
TRyl | B, = B(XZ5%)

. 2l By = B(X Fo%, %)
PR |7 B - = B(x 3%y %s)
O s K

e
X2 ’,// 2%,
a7/ lZ N

X5 A8

X4
RyS. 2.3. Przyklady zespoldw pél w bablicy loglcznej & zmiennych

ywierdzenie 2.1, Jesli Xoniumkejs & posisde diugoesé 1 ,to ze-
spbz BE(a) zawiera g1 pél.

Dowéd. lamblica logiczna n zmienaych zawiera 20 pbl. Zespé
oapowiadejacy koniunkeji ¢ dugofel 1 zawiera 2" n-1 pbl. Zalozmg 2e
zespdt odpowiadajacy kopiunkcedi o o diugosci 1 zawiesra 2" 1,

g3
Pomnozeniy koniunkeji « przes dowolng litere xil Jtérei ona nie
zawlera, odpowiads zbidr pol o dwukrotnis mniejszej mocy.2 wies o
mocy réwne] 2n~l—1. 8t3d przes indukcjg wynika teza twierdzenia.
QE.Ds
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Definicja 2.3, Liczbg r = n - 1, gdzie 1 — Glugosé koniunk-
cJi o , nazgywa sle rozmisrem zespoin B(w).

Wnigsek 2,1. Zgoduie z twierdzeniem 2.7 zespdl rozmiank T za-
wiera 27 pél.

Przyjmuje sie, %e jeéli o =0 , to zespdl B(®) Jest zbioven
pustym, a jesli & = 1, to jest zbiorsnm wazyatkich pédl téblicy lo-
giczne].

Jesli pewlen zbidér pél E jJest zespolem,to koniunkejo Jemu ode
powiadajgcg oznacza si¢ o (E) i méwi sig, ze B wyraia sie ko=
niunkcjg = (E). Jedli e € E, to méwi sle, ze zegpdt B  pokrywsa
pole & .

Iwierdzenie 2.2. Maksymalna liczba réznych zespotéw w tablicy
logiczne] n zmiennych wynosi 35 .

Dowéd. Maksymalna liczba réinych zespoléw jest réwne, zgodnie z
definiejs 2.2, maksymwalnej liczbie réinyeh koniunkeji

et -
G\- = /\ xi 1 I g {1' 2’ *=dy n}
i1eT

Kazdej takie] koniunikeji moina rrzyporzadkowad cigg
a{ot) = (Bqy <eey a.)
gdzie
0, Jeéli = zawiera litere X,
a; =17, Jegli o zawiera litere X
2, jesli o nie zawiers 2adnej litery z indeksem 3
(L =1 eeey o).
maicsymalm liczba résnych tege rodzaju ciagéw Jest roéwna, Jjak
wiadomo, 5 . QeBEJD,

Koniunkeji n liter & = x-i‘1 cen xzn odpowiada wzajemnie jed—
nezoacznie pewne pole e tablicy logicznej n gmiennych.Konionk-
cja & posiada wartosé 4 whedy i tylko whedy, kedy zmienne X5 s
i =1, «vuy 0, przyjmujs wartodci o 3= 61 « Polu e odpowirde
wige wzajemnie jednoznmoznie eigg

_Sla= (w,l, ey G_Jn), sdzie CAJi = 51, J= ; wi_.en-i
i=1

Definicjs 2.4. Numerem pola e w tablicy logicznei n  zmien-




nych nazywa sig liezbe ~f () = j, gdzie J Jest indeksem ociagu
§ . odpowiadajgcego poiu &8 .

d
ofr)12|3]|4|5(61|7 olryr|zlti2]2]2
819|107 «]s|=]|*]|" fle2l213121313])"
s[wlm| o falos])e]e el 21332 Fle|oe
213134130 =]=|"
g =TTzl zi2] 233"
p el s|o]ole|*]"]|" . AFIEIN IR
2 e e| o o} j83]54]55 P T 2l3l s3]+ ]8
% Tssl57(58]59| 60| 61] 62|63 ST s 1ok 15]6
& X5 %5 B3 s %6
Rys. 2.4, Hozkiad numerow BRys. 2.5. Rozktad wag pol
pél w tavlicy logiczne] w tablicy logicznef
& spienmych & zmiennych
A(e) -
Folg e o numerze 7y(e) ozpacza 5ig @ . Numery 5 (&)

pél teblicy loglczne] 1 gmiennych uktadmja sie w pied w spéséb
uporzadikowany. Jeko przykiad, na rys. 2.4 przedstawlono rorkkad
numerdw pdl w Lablicy logicznej 6 zmicmmych.

Detinigia 2.5, Wagmg polz e tbablicy logicznej n zmisnnych na-

. fn
==

zywa sig liczhe b(e) = z @y 1 gdzis ;. 1= 1y 24 wewy Hy 57
i="1

elementami olggh 52 .y =
Wagi pbl posiadajs w tablicy logicuznej charakterystyczay [roz-
ktad (rys. 2:5).

2.3, Definicja obrzzu (L)

Zalbimy, %e kazdemu polu e tablicy logiezne] n zmiennych zo-
gtals preypisana wertosé £( SEE(e)), gdzie Z£(%;e seey xh) jest
pewny funkejg loglczng.

Definicje 2.6. Zbldr wezystkich pél bablicy logicznej 1 pilien~
nyeh z przypisanymi wartosciami T( R'q e)) nazywe sie obrazem
funkeji logiczned £(Xyy +=ey xb) i oznacza sig 1T(L).




dJesli pelu e w obrazie I(L) Jest przypisana wartost 71 ,
v € {'_(1, 1, 1;;] s }1;51 mowi sig, Ze pole e & I(f) posiada wartoséd p.
Symbolami F¥°, F', ¥ oznacza sie podzbiory pbl obraz U(f) skia—
dajace sig 2z pdél o wartoSci odpowiednio O, 1, = . 2¢é wzgledu mna
wzajemnie jednoznsczng odpowiednicsdé miedsy dzisZanismi logioznymi
na literach a dzialaniami na odpowladajgcych im zbjorach pél,obras
(L) mozna lakwo okresli¢ na podshawie dowolnego wyraszenia “alge-
brologicznego funkeji £ w systemie [~ ,V ,A} . Okreflanie zas
rownowainych algebrolopicznyeh wyraZed funkeji £ wns podstawis
obrazi ’.Egl'f') vymaga umiej¢tmosci rozpozmania, ktéwe podzbiory
ghiora F' ga zeapetami. W pkeie 2.5 sformalowano twierdsenie u-
moiiiwlajace rozpoznalie zespoldw pol przy usyciu zdefiniowanyeh w
pleie 240 pojed geomstryoziyeh. '

2.4, Opis teoretyczny tabliey logiezpe]

Definieja 2.7+ Zbidr poél E = B(x ), mdzie o = /\ xgi 7

. i
a € {1, 2, vee, [11/2] }, 65 € {0,1]) ;s nesyws sig warptws prawidio-
wa o grabolei h = '[3/2] - a . Polaczenie warstw prawidiowych o
srubodoi [n/&j = 1 nazywa sig werstwa prawidlews o JErubeged

[nj ij ) _ 8y
Definicja 2,8. Zbidr pél E = B(« ), gdzie o = %
i=[n/2] +1

i *

b £ .{[n/a_-l +1,L_a/-2] F2;5 aasy n} » Oy € [D,'I} s NAEyws sig Kalumng
prawidlows o grubeSci v = n - b. Polgczenie kolumn prawidiowych o
grubodel n~ E:L/EJ -1 mnazywa sig kolumng prawldlows o grubesci
a - [n72] .

Definicia 2.9, Przeclgcie warstwy prawidiowe] o grubosci h =z
kolumng prewidiows o grubosci W nazywa si¢ prostokatem prawido-
wyw stopnia (h, V).

Iwierdzenis 2.3. Frostokgt prawidlowy P stopnia (k, v) wyraza

ig komiunkeja o(F) o dilugodcdi 1 =n-h - v,

Dowéd. Wiech H orsz V begdg odpowiednio pewns warstwa prawi-
dtowa o grubodel h i pewng kolumng Prawidiowg o gruboseci v .Za-
chodzi roéwnodé O (P) = «(H) o(V). Poniewas zbiory = liber "ko-
niunkeji o (H) 4 (V) sa rozigcsone, wiec zgodni_é 2 defini-
ojemi 2.7 1 2.8: '
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= 'b_.‘r-l‘..:—— sliaily
1p a + [é} n=h=w Q.E.D

Zgodnie z definicjami 2.2, 2.3 1 2.,7-2,9 oraz twierdzeniaml 2.1
i 2.3 warstws prawidlowa o grubofci h , kolumna prawidiowa 0 grue
bo&ei v oras prostokat prawidiowy etopnia (h, v) =g zespolaml ©
rozmiarach odpowiednio @ - Ln/ﬂ +.h [p/é] 4+ v oraz h+ V.

Przykiady powyie] zZdefiniowanych elementow tablicy logicanegj
praedstawiono na Iys. 2.6,

a) b &5 B & O B A
/ r _ [ f
£, NG A D R Qil f
=14 AR ] N N |
PR, s 0. Y 5 2 ) RS 8 SR
s 4 0, 1401 V0. 7 N A N N AN
A7 e T 7T xf S| 21 (RS Xy s
R R O A Shaciinks AR , s :
5 /5 i i ‘f./ "za_, o o \\ AR 1 4 IS
R B KRR AN ff o
X\ i, 7 4 A B X3 N IS A5 5
E3 x .(6‘ I X X é/ X Xs
=3 X 5 X4 5 Xe 5
Eqsmsz3 - werstwy Eq,E23E3 ~ kolumny E1,E2,E3 - prostokaty
prawidkowe o gru~ prewidiowe o gETu- prawidiowe -gtopnia
bosel odpowiednlo bogei odpowiednio odpowiedoio (2,0),
0! 1! 2 OI 1) 2 .(‘1 !.2:’.3 (2s2)--

Rys. 2.8. Proyklady: a) warstw prawidiowyeh,
b) kolumn prawidrowyeh oraz o) prostokatéw prawidiowych

Wie¢ch E oraz EO bedg dowolnyni zespoiami bakimi, e B & EG.
Definicja 2.11.Najirétsza konlunkeje P taks,2e PCL(EOJ = «lE),
pazywa sig koniunkcis adresujscs zespét B w zespole E®BW 1 ozna=
oza sig ja o (B, B"). :
Wiech dsne 85 zespoly By oraz E, takis, ze
1 3

. 2
\ [ b3
m'(-E’I): = /\ xi,l . oe(Eej = /\ x.il

iel ieXI
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Ed-Zie I E[’i, 2’ ey IJ.] " 61’ 5? = {0’1]‘ s ORaz zegpozy« E{? i
Eg talkie, ze
Z

1
& } B
«(85) = /\ x b, «@Ed = /\ x*
0

ierT 1e1®

gdzle Io c I,
Wynike z tego, %e sachodzg relacje: By < E,? 1o, €E .

0 e
ES By = BOnx%s)
- O o=
’,G - }_ - ) E2 - E<x1x_2'x3)
-
L o
-1 .
X3 =t Odpowiadajace sobie
- l S - pola W zequlach
. 4
X3

Definigda 2.12. Jesli komiunkeje adresujgce o (Eq, Eq) oraz
(B EO" 84 ldentyczne, to moéwi sig, Ze zegpoly 31 i B, ma-
Ja gcrobue poroienie W zespotach Eg i E, » Gdy zespoiy E1. 1
I, =3 pojeaynczymi polami, to prazy 3peknieniu powyZszego warunku
pgla te nazywa sig odpuwiadajicymi sobie polaml w zespoiach Eg-i
fii=G

2_xoznaﬁiatwo pokaz&d, e odpowiadajgce sobie pola w zespolach Eg
1 Eg pokryia sie, jesli zespoly te natozyé na siebis droga réwno-
legiego przesunigeia (rys. 2.7). Podobmie, w ¢gélnym Preypadin, po-
krylia sie zespoly E1 il E2 Po analogicznynm natozeniy na siebie
zespotdw ag i Eh » W ktdryoh majg one podobne polozariie  (rys.
2.8).

Definicja 2.13. Irostokatem vrawldlowym obejmujacyn 2biér pél B
ngEywa gie minimalny'WngQdem inkluzjl prostokst prawidlowy P

gne¥nisjgey warunek B € P, Prostokgt prewidlowy obejmujacy zbidr
E ozn#sza sig P(E) .

Na rys: 2,9 podano przyktady prabtokatéw praw1dlowych obejmuja=

cych pewde zbiory psl.
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E: "Ef Pf EZ ‘pZ
A il W
(f?.ﬂ ; \ gl ’\_"
L1 NZ B 1%
AR T
NN L va 1)
X it i SR L]
_ s P
X2 g X2 J
X3 X3 ﬂ
L X5 ﬁi/éy/ T &
l‘ :

Py = B(E,)y Py = B(Ep), Py = B(E;)

Rys. 2.8. Zespoly I, i By Eys. 2.9.Frostokaty prawidiowe
wajg podobne poloZepie w P%, Pyy P5 obejmujace wbiory
prostokatach prawidiowych pél odpowiednio E,, Ei, E5
Py oraz Py

2.5, Twierdzenie o rozpoznaweniu zespolow poL

Na podstawie zdefiniowanych w pkole 2.4 pojeé sformulujemy
twierdzenie pozwalajgce.stwierdzac, kiedy =zbibr pdl dwéch ZeSpoLow
jest rdwnlez zespolem.

Niech By 1 I, beda dowelnyml zespotaml tsgo samego rozmla-
pu r ovaz tekimd, ze P(E4) N P(E;) = 8 .

Twisrdzenie 2.4, Warunlkiem koniecznmym i dostaveczoym, sby zbidr
E=E4U Eé byt zespotem rozmiaru T + 1 jast, &by sespoly E,1
H, miaiy podobne pootenie w prostokgtach prawidiowyeh P, 2 By i
rb:: By takich, ze pogczenie ich Jest prostokaben gbeinujacym
zoidér B ¢ P, U Py o= P(E) .

Dowdd.

FKonlecznots. 2Ze wzpledu ns warunek P(E1}'ﬂ P(E5) = 8 istnlede
zawsze ¢o najuniej jedna pare prostokaﬁéw:prawidkowych (B4 Bp) b=
Kich, #e Pq2 Byy Pp2 By Py U Py = P(E) ,Zaxbiuy, ze Eq 1 B
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‘nie wajg podobnesgo polossnia w pewnyceh prostokabach P i P, spei-
niajacych powyisze warunki. Cznacemy koniunkeje adresugace

= (Bqy Py) oraz X(Es, By)
odpowiednio symbolami &, oraz o5 . Memy wige = # Xy A Za
tem rdwnies EC-rxq) = E( ocﬂJ Zoiory E( &1) 1 E( OLE) spelniaja
na-z-tepu-;}q‘ce rownoscelis

By =By (& *-T‘(cc_]) oraz E, = F, 1 E( ey}

Je:'_li % =E,U By ma byd zespolem, to musi byé speiniona rdw-
nodé
4 M E(x ) UB, N Bleey) = B(E) N 2

gdzig I, deet zbiorem wyrasajacym sl¢ koniunkejg adresvigea B w
P(E) . Pcmewaz P(E) =P, VU P, , wige

1
E‘an(@-q-)UPEﬂ'E(QQ) =P,‘,ﬂEPU PaﬂE
E] E}
[/
B I T T T Tl
Vo ok
3 Ef L 7
I = ) 245 Bt .70
i ,/E;il— E:f,'; (EEI, Eé)s
S ’f '/ i = ’I 2 Z..
7 < e, iz 4,56, pae
£; A o Ty  %espo-
' (e i 16w spel-
K S " niajacych
o] - ' ¢ war it
Apa A e trd erdze-
A BT mia  2.h
- = = 2% :
. K £l ‘
XE. i 7—;1
iz
X3 é%fg*‘)&‘ = £§
N ) %) 20—
Aq % 7 '/';' y
e |
Xs X7 Xg

Xg

o1
[



Uwzgledniajac ze P,,I N Py = 8, olrzymujeay, ie
co jest aprzaczne zZ poprzedonim palofeniem.

Dostatecznosd, Jasli E,1__ i Eg maja podobne poltozenie w P,1 i
Pe y Lo '

Xy = ™, oraz E_(n&1} B e«

2)
Zztem .
By = PN B(x) oraz By = F, N (e )
gdzie W) = E(O.L,l) = B &t,). Stad

B = E,% ) E2 = (P,‘ V) Pe}' 0 EBlet)

Fonlewaz P1 U P2 = F(I), wise B = P(B) N B{o).favem =  Jest
zespotem. Fonlswas P(E,) N F(E,) = 6, wigc BN By = 82 1 E za-
wiera 2°2F = 27+ EOL , co zpodnis = mnioskiem 2,1 sgnacza,is E
jest zespolem rozmiarn T + 1. GaE. D

Wa Tys. 2.10 podans prayklady par zcspeldw spelniajacyeh  warun~
ki twierdzenia 2.4. Latwo zauwafyé, e pary zespolbw spelniajgcych
to twierdzenie odpowiadaja parom keniunkei sgsiednich.

Twierdzenie 2.4 pozwala Iatwo yozpoznawac, czy dwa darme zespoly
tworzy zespél wigkszepo Tozmisrw, ozy beg ale. Jegldi wize na  po-
szatky zatoliyé, Ze danymi zespolami sz pola zbloru Equ Fﬁ,to STiG—
sujac kolejno twierdzenie 2.4 mozna otredlad heJgierw vary,nastep-
nie ezwérki, oSsemki itd. pél zbiorw F1id b ‘Tyorages zespokly.

3, STNUEZA LINIMAINYOH T QUASI~MINTMAINYCE POKRYC OBRAZU D(E)

%.1. Pojecile pokrycia cbrazue WB(L)
praz definigje poje: pomodcpicaych

1 4=
s B

Hiech dany jest obhraz U(f) 4 miech FO, F beds, jar de-
finiowano poprzednioc, zbiorami pél pesiadajacych wartosci edsowie-
Guie 1, Oy, % .

Definicja 3.71. Pokryciem obrazu 1(f) basywa sig dewolny zbior

1

P . _
(D) = {El] ; zespotéw B; € F' U ¥ tbekich, 2e

R
) B 2 il (3.1)
1=1'



Defimicje 3.2. Ziogonoscig =(D(T)) pokryeia D(T) = {E@J§=l-
nazywa Blg sume

[
a((1) =) (m =) (3.2)
=1

zdzie _ri 0ENa¢Za rozuiar gzeapoiu Ei .

Definieje 3.3, Pokryciem minimalnym najkrétszym obrazu P{E)
nazywa 8lg pokryeie Mk{T) y ktére ma minimalng moe i wirdd pokryé
o taklig] sawej mocy ma mindmalng zXosonods.

W aniniejeze)j pracy rozwazsa gi¢ tylke pekryele minimslne nej-
kratsaze MK(T) « Dlatege w ddlszym ciagu nazyws sig je krétko po=-
¥ryclami minimalnpyml i cznasesa sywbolem M{T) . Jasli dany obraz
T(f) ma wigee] niz jedno pokrycie minimelne, tc #blér wszystiioh
takich pokryé oznaeza sis M(T) = {Mi(T)j 3

Lefinicja 3.4, Makegymalne wzgledem dnkluzii zeepely pol B spek-
niajace warunki: E € Fl y " s BN 7! # @ nazywa sig zespotani
makeymalnymi w obrazie T(f£) ,

Zespoly makaymalne w obrazie T(f) oznacza sig gy 1= 71,2500

Iwierdzenie 3.1, Kasde pokrycie minimalne obrazn P(f) skZada
sig wylacznle z zeapokdw melsymalnyeh.

Dowsd, Twicrdzenle umasa sig za oczywiste, QB D,

Definiejs 3.5, Pokrycle obyazu B(f) sktadejace slg z zespoldw
maksymelnyeh 1 minimelne wzglgdem inkluzji nazywe glg pokryeism
nigredukowslnym,

Pokryela nieredukowslnme obrazu D(f) oznacze sig gymbolem N (T}
lud - jedli wiadomo, o jaki obpéz chodzi -~ symbolem N, . Zbidr
wezystkich pokryé nieredukowalaych obrazu T(f) oznacza eig H(T),

Z twlerdzenie 3.1 oraz definicii 3.3 4 1.5 wynike

dnlosek 3.1, Pokrycls minimelne sa elementami shloru pokryé nie-
redukowalnych: M(T) € W(T) . I

Pojecliom pokrycia, zY¥ozomosei pokryein, pokrycia minimsinego
najkrétszego, zespoiu makeymalnego i pokrycis mieredukowalnego ode
powisde ne gruncie algebrologicznym kolsjns : d.n.w. denej funkeji,
liczha liter w wyrazeniu, minimelne snajkrétoze d.n.w., prosiy im-
nlikant 1 nlervedikowalne d.p.w.

Jedli 2bidr M(T) = [Li]?=1 Jest pokryciem minimalnym, to




wyraZenie minimalne funkeji £ Jest rdwmes:
i

e = \/ (1) (3.4)

i=l

Definicja 3.6, Zeapdd maksymalny Ly w obrazie T{f) nszywe
sig eketremala jadrowsg, Jedll lsitnieje pole e € Lir\ P! ; kbdrego
nie pokrywa Zamden inny zespdl maksymalny w obrazie T(f) .

Definicis 3.7. Zbidr wezystkich sketremali jadrowyeh w obrazie
T(f) nazywa sie¢ Jadrem pokrycia obrazu T(f) .

7 definicii 3.1, 3.5 1 3.6 wynika

Wnicsek 3.2. Jadro pokrycia zawiera sig w kazdym pokryciu nie-
redukowalnym obrazu T(f) . -

Definicia 3.8. Zbidr pél e nelezacych do zbloru F| 1 zawar-
tych w zeepokach jadra pokrycis obrazu T(f) nazywa sig jadrem
obrazu T(f) .

Definicja 3.9, Zeepét makeymalny L, w obrazie T(£) nagywsa
pi¢ gkatremala, Jesll istnieje pokrycie minimalne M) zawiera-
jace ten zespdz.

IDefinicga 3.10, Eketremalg Li naledaca do pewnsgo okreélon?go
pokryeis M(T) nazywa sig ekstvemals pokryeis M(T) .

Definicja 3.11. Gwlazda G{e) pola e e P pazywa eie zbldr
wasystkich zespoxdéw msksymalnyeh L; pokrywajgcych pole e ,

Symbolem ¢"(e) oznacza sig zbidr wazystkich pél zbicru FTI.
ktdre 83 pokrywane prza% zespoiy gwiazdy G(e) :

G (e) = LJ L N 7!
I, € Gls)

Znekien := oznacze slp operacje podetawienia (jak w Jezyku
Algol), kbdérae oznecza, #e smienna z lewej strony tego znaku przyj-
muyje nows wartodd wynikajges 2 operacjl zapisanej po prawej siro-
riie zneku. Na przykzad wyrazenle F1 = P1\vE oznacza, Ze nowa
wartodé zmiennej F' bgdzie zhiorem powstsiym przez odjecle od
zbioru bedscego jej poprzednia wartodeisy zbioru T .,

Przez OP(E ; e4s.s 8 ) oOunacea gig operacjg, ktdre polom e¢E
przypisuje indeksy 1=1,...,k tekie, ze 1,< 1, , Jesii

'7(911)“: I(Biz)
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(to znaczy porzadkuje pola e w ten sposob by ieh rumery byiy

uporzadkowane relac]a <o) . Przez OpﬁEieﬂ} oznacza sig  operacie

wybranis ze zbioru E pola o najnizezym numerze i przypigania mu

oznaczania é1 "

3.2. Qkreflanie pokryé minimalnych obrazu  T(f)
w sposdéb wizuaelny metods prdb i LZzddw

Przeksztalémy wzdr (3.2) okreflajacy zozonodé pokrycia:

1=1

1=1

Aby pokrycie D(t) by}o pokryciem minimalnym, musi ono posia-
daé minlmalng moe (a wige minimalng wartodé p), a nastepnie mini-
malng ztozonodé =(D(t)) . Ze waoru (3.5) widad, se zoronodd po=
kryela jest tym mniejoza, im wigksze byds rozmiary sesporéw weho-
dzgqcych do fego pokryeia,

Na podstawie twievdzenia 2.4 Xatwo mo#na tworzyé zeaﬁb&y meksy~
malne w obrazie T(f) . Wybiers sis pewne pele e & P 1 poszuku-
Je 8iz innego pola e, € Flu P,z Etdrym pole &y tworzy fe-
apdl rozm%aru 1 . Bastgpnie poszukuje sig innej pary psl (e3.94),
@B,e e R U P", tworzacej gespdt rozmiavu 1 , 2 kidra pave
fa1re2) tworzy zespdl rosmiaru 2 itd. dopdty, dopéki nle utwo-
rzy sig pewlen zespdl mekaymalny. Tym sposcbem * tworzy sie gzbidr
zespoldw meksymalnych pokrywajacych weaystkie pola zhioru B! , fo
Znacsy pokrycie abrazu T(f) .

PosZugujge sig taka metods mozne w szeregu  przypadkéw, droga
préb 1 bieddw, ustalié pokrycie minimalne obrazu T(£) , Tezo ro-
dzaju metoda ﬁest stosowana we wszystkich znanych metodaech gra-
ficznych., W ten sposdb, jak wekazuje praktyka, udaje sig wzglzdnie
2aiwo okreflié pekrycie minimalne przy funkcjach do okoXo  4-5
zmiennych (jak pray innyeh tego typu metodach). Przy  funkejach
wigksze} liczby smiennych, ze wzgledn ne brak dcistego algorytma
wyboru zeepoidw maksymalnych (ktérych liczbs moze W tym przypadiu
osiagngé juz dugie wartodel, na przykiad 92 przy n=6 1 218 przy
n=7), metods ta umozliwiz - poza niektdvymi Bzezegllnymi przypad-
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kami - okreslad tylko pokrycia w pryblizepiu minimalne.

Metode te opisano ze wzglgddw porsadkowych., Okazuje sip bowlem,
Ze iatnieje pewlen slgoryim postgpowania, ktéry charakteryzujs po-
dobna prostota okreslarnis pokrycia, ale jednoczesnie w aposdb dci-
s8xy pozwals stwlesrdzié, czy otrzymane pokrycle jest minimalne Iub
- przy braku takie] pewnosci - dostarcza 1lnformacje o maksymalnz]
mozliwej rdéznicy wisdzy pokryclem otrzymanym & pokryclem minimal-
oy (wyvesanej liczba zespodw meksymalnych 1 zXozonofcia)., Powyd-
sgy algorytm jest opisany w pkeie 3.7.

3.3. Algorytmy generowanla gwiszd G(e)

3.3.1. Uwagi wstepne

Ponize] bedg sformuowane dcieke algorytmy iworzenis pokryd mi-
nimalnych oraz tzw. pokryé quasi-minimslnych. Jedng z podetawowych
ppevacii, kidrg stosuje slg w tych algorytmach, Jest generowanie
gwiazd G(e) pewnych pél e £ ! . W npiniejezym punkecie sformuio-
wano dws algoryimy generowanls gwlazd G(e) ; sg one przeznaczone
przede wozyelkim do realizacji automatycznej. W przypedku gdy
liczbe zmiennych nie przekracza ockoXo 8 , gwiazdy G(e) moZns Fa-
two okreélad recznie na podstawie twierdzeamia 2,4..Przy tej licz-
bie zmiennyeh gwiszdy G(e) =zawlerajsg na ogdt - oprdcz rzadkich
gkrajnyceh przypadkéw - nie wigcej nié kilka zespoidéw meksymelnych.
Dlategzo formulowenie Scislego algorytmu okredlajacego sposdb 1 ko-
lejnosé tworzenia tyck zespodw wydaje sile zbedne.

3.3.2. Twierdzenie o makeymalpe] liczble szespoXéw meksymalnych,
jakie moze posiadaé gwiazda G{e).

Zanim przejdzilemy do opisu algorytmow generacji gwiazd eformu-
*ujemy twlerdzenle, ckredlajace makﬁymalnﬂ mozliwa licezbg zespokdw
maksymalnych, jakg moze mied gwiszda @{e) w obrazle funkcji lo=-
giczne] n zmiennych.

Trierdzenie 3.2. Maksymalna liczbas zespoidw meksymalnoych, jaks
moze mied gwiazdse G(2) w obrazie T(f) dowolne] funkeji n zmien-
nych, wy- 1 g(n) = cnnjz_ . Jesli =n jest liczbg parzysta, io
gwiazde G{e) ¢ moey ¢(G{e)) = gln) okZada sie =z zeapodw ma-
tsymalpych rozmiaru n/2 , jedli n jest liczba nieparzyata, to
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gwiazda G(e) skiada sig z zespozdw maksymalnych rozmiasru (n-1)/2
ub (n+1)/2 .

Domod, Liczba g{n) jest réwna maksymalpej liczbie résnych ze-
spoXow pokrywajgcych dowolnie wybrane nole e tablicy logiceznej
n  zmlennyeh, przy czym speinisjgcych warunek, se zadnych dwu zew
spo¥déw nie mosna porgezyé znskiem inkluzji. Zexdzmy, bez straty na
ogdlnodei, e wybranym polem & Jest pole e? s to zneczy pols o
numerze ( , Koniunkeja cx(e ) = X X5 aen X, « Zespoly By pokry-
wajgece pole eo odpowiadsjag koniunkcjom powstajacym pPrzez usuwa-
nle réznyeh liter =z koniunkcji o (e } o Istnleje 2% - 2 réinych
koniunkeji zawartych w & (s°) . Ozneczmy zblér t_mh kKoniunkeji sym-
bolem o, & = [ jl - Parom zespodw, kidrych nie moina poraezyd
znakiem ink_lu’.z';ii‘, odpowiadaja pary koniunkeji o nie sgpeXniaja-
¢ych relac]l, fe jedna z konlunkeji tej pery zawlera sle w dru-
giej. Okreslmy w zbiorze Ol podzbidr koniunkeji o najwigksze] mo-
ey, w ktdrym dewolne dwise koniunkaje Bpeiniaja powyiezy werunek,
Oznaczmy symbolem X({ ®.) zbidr liter koniunkeji Sty Przyperzad-
kujny kezdej koniunkejl o € 6 wektor Ay = [aél' ,a%,...,ag_-' gdzie

11, Jedli %, e x( oy)
9«‘1 = 1 =1 seep n

0, Jesli % ¢ X(ay)

Dwa wektory A 3 i A 1 pazywa gilg wektoraml por éwiywalnymi,
. 1 2
Jjedli:

(a) \v’ie[h ...,-n},_ ai1;-aiz

(5} Vit’:[‘l. conyn),  adis ad?

1ub

Jesli zachodzi ({a) , to pisze sig, e Aj1; Aj‘? ; jedli (b),
fo A31gkjé » Warunkowi, aby konilunkcja OL'_J1 nie zawleraka Bilg
w koniunlegji ot-jz lub odwrotnie, odpowiada warunek, aby przypo=
rzgdkowane tym koniunkejom wektory AJT i Ajz nis byily pordwny-
walne, Tak wipe okredlenie liczby g(n) wsprowadza sig do okradle—
nia makeymalnej liesby wektordw nlepordwnywalnyeh o dXugofei n .

Problem fen zostal roezwijzany w prscy [B8] , gdzie uvdowodnio-
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no, %e wektorow ftych Jead G[P/ﬂ' « Jedli n Jest liczbs parzys-
iy

ta, te zbidr wektordw niepordwnywalnych ekiada sig z wekiordw o

a/2 ‘wspsirvzednych néinych od zerm, a jesli n jest liesbg nlepa-

reysts, 1o sa dwe takie zblory, & misnowicie zbiozry wektordw o
(= 1)/2 1 (n s 1)/2 wepdirzednych rozpych od zera, Wektorowi
Aj o 1 wepdirzgdnych véinych od zera odpowiada konlunbejs .
5 diugosel 1, a koniunkejl takie}, zgodnie = twierdzeniem 2,1, 1
definicjg 2,3, odpowiada zespé} rozmiaru n - 1 . Aby zakodozyé

" o o= a/2 _ L [B/g n-1_mn+1
dswod, wystarcmy sauwaiyd, se O = QW L ony e S

n+1_ n==71 :

oraz n = = —, Q.2,D.
2 2

. k‘bﬁ
2

Rys. 3.1+ Obraz T(f) ,;, w ktérym
gwiazda pola eo ma maksymalng
ligzbe zespoidw maksymalnych X
przy & zmisnnych

X2

X3

X8

X4

Na rys. 3.1 przedstawlono prezyk¥sd obrazu T(f) funkeji 6 zmien-
nych, w ktérym gwiazda G(eo) me g(6) = Cg = 20 zespoldw maksy-
mainych, Punkecjs 1 jest funkeja cakowiecie SymgtryGZna 30‘1.2’3.
Teapoky gwiazdy G(e“) przedsfawiono na rys. 3.2. 8a ome ekstre~
malami jadpowymi, s poniewasz pokrywaja wezystkie pola gzbioru F1
w obrezie T(f) , prezato gwlazda G(éo) jest jednoczeénie pokry-
giem minimslmym M{T) .

323434 Algorytmy ¢l 1 gf gensvowania gwiazdy G(e)

Zaixéemy, ze chesmy okredlié gwiazdg G(e) pewnego pola E?EFﬂE

n
5.
eT{t) , kidremu odpowiada keoniunkejs a(e) ='/\ xil .
i=1

37



R e &%
f[’//‘ e A 2 5 3 4 i - 4 'q K:/ ://)
1
5[’//;'._‘ 72! 2 I T S 1 Vi = : 8
1 S D A %
SR ( % Cmta e @
AT 10 F) bl 12577
% -
AT 1
A / < o
. e - T @ 7 2
(-
L
N IFRET ] 47T , BB 1 1677
o= R =l . iz :
A = P'. o i
& 2 &)
bob
] [ ]
VTS : R T 4 7 207
‘- H K b I
2 () 2
1l [ :
e \%) P . '? :
i [ Z
@ = ( ) %
] | | ;

dye. 3.2. Zeepoiy maksymalne gwiazdy pola e¥
¥ obrazie D(f) przedstawionym na vys, 3.1.

385




STormuyjeay dwa slgorytmy -(‘:1 4 g® okreglanla gwiazdy G(e).
Oba algerytmy 83 uniwersalune, ale algoryim 62 jest wygodnie] sto-
sowdé wiwszas, gdy Q(FU} nie osizga duzyeh wartodei, w proeciw-
nym natomiast przypadku wygodniej Jest stosowad algoryim L

n
Alzorytm C{'I . llesh el = [a.j}'§=;1 geznaeza Zbidr gewierajacy

wezyetkie koniunkeje zawarte w «{e) oraz koniunkcje e=({z) , przy

czym <(e) = o . Oznaczmy eymbolem X( '&J.) Zbidy liter ko-
2H=1

ninnkedl o, . Freyplszmy kazdej koniunkcji O“,j wektor L, =
= [31’ SRV an] , gidzie

-

(=3
]
—

P | = 5
T, Jesli x4
g 2, sesy, N

L

n
fliech A = {Aj]:]:—‘l-‘l prnacze =bidr wWazysthkich  wektordw ;3.]. y
: DR | !
' -3

przy czym nisch § = ) 2. PR~ , gdzie =, = clementy wektora A,.
7 1 i il

Ozhaczmy synmbolem L(i;; zegpdr L( uj) » Wykres operacyiny algo-
rytmu G przedstawionc na rys. 3.3.

Gensvuje elg zblor A , nestzpnle wybiera wekior A, 1 apraw-
dza gig, €3y

w

) e uT (a)

Jesli warunek (a) jest speiniony, to ze sbiomn A wykresla gig
wazyetkie wekbory Aj__‘:-' 4y Jedli warunek ten miz jegt speipniony,
wykredla sig wektor 4, . Nestgpnie wyblers-sigz kolejny (w pray-
padku gdy warunek (a) by epeZniony, plérwszy 2z nie ekreslonych)
welbor A, 1 znown sprawdze §lg czy speinlony jest warunek (a), w
ktdrym zamiest A.I podatavione wektor -Aj . Operacje te kontynuu-
je eis dopéty, dopdki nie zostanag sprawdzone weayalkie  wsktory
zbioru 4 (opréez wykreslonych). Zbilor wektordw A. , kidre po-
zogtaly w zbiorze A po zrealizowaniu powyzszych opsrasil, oona-
cza sig 45 ={.&§ . Ze wagledu ng prayjeta kolejnedd wyborn wek-
tordv A;j- ze zblotu A dla kezdego wektora Aj zachodzi relagja

’;:FI.AJ,(AJ-:J%)A(L(%} c #lur*)
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Z relecfl tej wynika, ze zesvoiy L(As) Bg zespotami makeymsl-
nymi w obrazie T(f) . Tak wige GOf(e) = {L(A )]

'&ane Tl)Lfe)

o=
Generacja zbhiory A= {A Iy } 2

| 1

As=ANfAEA A 4 Ar=AN Ay

Ble)i={L(a]) A% A

Algorytm g° .. Wykres operacyjmy czgdel I algorytmu @2

stawiono na rys. 3.4,

40

Rys. 3.3, Algorytm &'°
generowania gwiazdy G(s)

"

przed-

w vezultacis zrealigowania czgict I otrzymuje gig rodzing X =

j j 1 Zbiorow x4 .



Dane T1F),exfe)
L ngFa,'ﬂh...,Ez) I

Rys, 3.4, Czgsd T algarytmu Ga

generowania gwiazdy G{e)

. Okresdlmy proste implikanty L k=1, 2, veayp Funkeji 8 .
ktérej k.n,w. jest mastepujace:

Zachodzi
Twierdzenie 3.3, Gwiazda G(e) jeai zbilorem

o) = {Bla g o ... -

Dowdd. Zhiery X, o J = 1y +eeg 2 , 85 zbioreml tych liter ko-
niunkeji of (e) , ktdrymi rézni sig¢ ona od koniunkeji -of j - Jaka-—-
kolwiek koniunkeja ., fteka, Ze L{ctk} € @¢(e) , musi zawlepad
przynajmnie] jedns =z Iiter kazdego zbiorn xd , aby mdgk byé epel-
riany warunek L(nck) N Eo = ® , réwnowszny warunkowi L( « k)
cF v ™, Werunek ten speinia kazds koniunkcje d.n,w.funkcji 5,
Zeepoiom maksymslnym gpeiszdy G{e) beda zatem cdpowladad skY¥adnd-
ki nieredukowslnego d.n.w. funkeji fs » Wyrazenie takie olfrzymuje
gi¢ przez wymnozenie poezozegdlnych cziondw wyrszenia (3.6) prazy

41



Téwnoczesnyn stosowaniu praw pochlaniapia. Sk¥adniki otrzymanego
wyrazenia bedg prostymi implikacjami funkeji £5 (ze wzglpdu na
Jej) Jednorodnosé, to jest zawieranie dla kazdsgo 1 € [1, AT n}
albo tylko lltery x; , albe tylko X ) 1 Q+E,D,

Twisrdzenie 3.3 jest podstawa ¢zedel IT a.lgnrytmu GE. Po obli~
iggeniu XJ okreSla sig gbiér koniunkeji [mk}k Ty 25 B3y vaay &
‘nast¢pnie zespoly maksymalne I Of-k), k=, 2. vvsy Ktibre ag e-
lementami gwiazdy G{e).

Przykrad 3.1, Okredlié gwiazde G(e) pole 313 w obrazie T(f)
przedatéwionym na rys, 3.5.

old
8 f 23 415 87
0 ol
8 Ji]e (1)
1% Ryss. 3.5. Obraz T(Ff)
% 24 | I éls przykisdu 3.1, .
4 4 o
22| ' Pola zbiordw F' , ¥ oznaczono
w01 | o odpowiednio 1, 0 . Pola zbior:
*2 " pozostawiono ste
48 | poz : puste,
43
58 a |
X6
X5
o

Wy 2 m b i ; o _
et () = MTemymgswg - Tt = fey |4, -
={e’, € 7, 877, e « Zblory X, , J =1, v.oy 4, 83 to zblory
tych liter koniunkeji of(e'’) , kbdrymi rétni sip ona od koniunk-

eéji u(eﬂ') « Mamy wige

I,

12.

(=35 %6} v Xy = (R4 %50 %5 )
(4 T30 %6} 0 %y = [y T %y %)

[}

= (13 ¥ xﬁ_)(xdfu i5 u x_ﬁ)(i.‘ U ES Uxﬁ)(il V] ':1::"2 0] x4Ui5).

Po wympogenin z jednoczesnym stosowaniem praw poch¥aniania
(€1.2), (1.3 otrzymujemy ; :
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1=1
gdzie: o, = X2 %6 m45= 35‘5
0{.3 = fzxs q‘6 = i1x3x4

skad

&
G(e) = {I'i ]i=‘l ’ gdzie L, =L(o,) ,

3.4, Teoretyczne moiliwodcl okreflanis ekstremal
‘za pomocy operacji lokalnych

3.4.1. Qkredlenie operasji upraszczajace] nad gwiazda G(e).

Deny jest obraz T(f) = FC u P' u B, Przez proces syntezy po-
krycia obrazu T(f) bedziemy rozumieé proces wiaczanis do pewnego
zbioru My kolejnyeh zegpotow maksymalnyceh dopéty, dopckl otrzy-
meny 2bldr nie bedzie pokryciem obrazu T(f) . Zbidr M1 traktuje
gig w tym procesle jako wartosé pewnej smlennej, ulegdjgesn smienle
po dergezenin kazdsgo nowego zespoiu meksymslnego, Jedli  pewisn
zespod maksymalny Li zostaje wiaczony do zbloru M1 s 10 pola
ej_e L; 0 ol moga byé od tej chwili trektowane jeko pola zbiorn
7%, to znsezy jako pola o wartodci % . Nastepne zespoly moga Je
bowiam pokrywaé, ales nie musza.

Obecnie przejdeiemy do rozwahenis mozliwosei okredlenla pokry=—
cie minimalnege M(T). przez realizacjg¢ teso rodzaju DProtesl.

Uporzgdkujmy zbidr F'  za pomoés speracji oP(®; TR ) .
Otrzymujemy 31 = {ej}a 4 2 gdzie w = e(F ) - Okreslnw'koleano dia

kazdego pola 8y P gwlazdg @(e,) , pray ozym zaxdamy, e 2ze-
BpoZon Li nalezacym do przeciecia gwinzd przypisuje sig identysz-
na wartesé indeksu 1 , natomiaat_;eapolom réznym przyplsuje aie/
X W
kolejne wartodei 1 =4, 2, ass o Zbitr F(T) = L_J G(ej) = [Ii]§_1
J=1 - -
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p = ¢(B(2)), jest zbiorem wazystkich zespokéw maksymalnych w 2(2),
to zpaczy odpowiadajgcym zblorowi F(f). Przypiszmy kazdemu polu
o € F! 2biér indekséw I(ey) e{i,2,00,0)  takt, ge Gley) =

L
1]1 e:(eJJ

Jedll kolejno z kezde] gwiazdy G(ej) s 3 = 1y seayw s - wybrad
po jednym elemencie, przy czym 2z gwiazd przecinejgeych slg mozns.
wybrad tylko element wepélny, o ugyeksny zbildr zespoldw meksymal-
nyeh bedzie pewnym pokryciem obrazu T{f) , Jedll choemy, &by tak
uzyskany gbidr byz pokryciem minimalnym, to wybdr zespoiu z kolej-
nej gwiszdy (wykonywany wdwezas, gdy pole tej gwiezdy nle jest po-
kryte przes Zaden zeepdk wybrany dotychezas) bedzle w ogélnym prey-
padku zzlezeé zerdwno od historil poprzednich wybordw jak i od za-
laznoSel migdzy zespolami dane] gwiazdy 8 2zespokami — pozoatalych.
gwlazd (tyeh, z kidrych zespoky nie byly Jeszeze wybrans).

zardimy, Ze uszyskalidmy Informacie, e Zespdt Ly € 8(81) jest
h_akstremalq pewnego ppkrycia minimalpege. Przes u, bedziemy obec-

nie rozumieé zbidr, ktdry uzupeinie asig kolejno okreflanyml eks-
tremalami tego pokrycia. Tak wige M,:= M, U[Li;} , gdzie M, o

prawe] stronle znaku := Jest zbiorem pustym lub ghiorem juz okred-
lonyeh eksiremal omawlanego pokrycim, FPola es'é Ly n p mozna od
tej chwilil iraktowaé jake pola o wartesel » , co oznscza, Ze moz-
ne je wyZaczyé ze zbloru i wkgozyé do zbioru E”

Fla = NI, , i =Py, .

Przy Tym zaplaie P1 i F'* traktuje sig jeko oznecsenia zmien-
nyeh, ktérych wartodciaml sg odpowisdnie zbiory. Po wykonaniu po-
wyzezej operacji, przez T(f) bedzlemy rozumied 2bidér, w Xtdrym
_ polami o wertodei 1 1 0 s3 pola zbiordw akiualnych wartosei zmien-
- nych o1 0, Umowg powyZeza przyimuje ele we wazystkick opi-

ssnych dalej algorytmach eyntezy pokryé obrazu T(f) .
' Zezézmy obecnle, e o pewnym zsepole L; € G{e,) uzyskeliimy
Informacje, Ze nile Jest eketremsls poszukiwBnego pokrycis minimel-
nego, Wéwezas zespdi Liz moine wykaczyé z gwissdy Gfe1J:G(e1)=g

1= Gley)\ {1.12} , & takie z kazde] imnej gwiazdy, @6 kidre] zespdl
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ten nalezy. Operzcje te realiszuje mig przes wykreflenie  indeksun
i, ze wezystkich zblordw I('ej) zawierajacych ten indeks.

Dziatenie polégajace na wytsezeniun niektlryeh pol ze zbiorn ¥
i wigezsnin ich do gbioru Y Iud wyxaczeniu pewnych zespoldw ma-
ksymalnych 2 gviazd G(aj) ' 33&?1 , nezywa 8ly dzleXapiami uprs-

szezajacymi obraz T(f) .
; Zetésmy, %e w danej chwili opisywanego procesu rozwaza & sig
guiazde Gley) ., e, € Fl o,

Niqoh 0y = Oi(t‘r(ek) g ), A) i 3 {1,2,...} s OZNAGZa Operg-
cie polegajacg na badaniu zaleinofcl migdzy zespolaml maksymalnyml
pewnego zbioru A 1 wykonaniu w wynika tego badanie  jednego o
czterseh typdw dziezad: '

1. W&gozenie pewnego zespoiu I.gEG{ak:) d¢ zbloru M1= M.l $=
1= My Y {Li] 1 wykonapie dzisZed: :

1

¥ o= FINIS

E ) L ]
1‘ F = F UI'._i

II. Wytsczenie pewnych zespoXdw Ly, 1el, 2 gwiazdy G(ek)

o) += Gl (1],

oraz pozostatych gwiszd zawierajacych ten zeepdl, _
11, Wykaczenle pewnego zhioru pol EEGU(ak) ze zhioru o4
wiqczenie do zbioru Fos

1 1 W -
F' o= P'NE , F o=TF UE

IV. DNiewykonanie Zzadnego dziatanla. .

Operacjeg 'Oi nezyws sig overacis uprassczejacs nad gwiazds
G(e,) + Operacjg 0; nad gwiazdg G(e,) nezyws sig operecja o za-
siggu 1, Jesli

A = = et (3.7)

- Operacje ©O; nad gwiszdy G(e,) mazywe sip operacjg o zasiggu
1 s 1 = 2,3}0.. ’ Jeéli:

2 . '
' = = G ) 3.8)
A= Massg ‘
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gdzle Gl jest zbiorem wezystkich pﬁl ktérych gwiazdy majq nie-
puete przeci,cie % gwlaedy przynajmniaj Jednego pola Je G1 -7
PrZy CIZym G = [ek}

Pojgoie zasiggu operac]l jest wigc zwigzane ze zblorem pdl dla
ktdrych nalezy wygenerowad gwiazdy blorgce udzlaz przy wykonywa-
oin danej operacji.

Operacje upraszcrzajace o zasiggu 1 <2 mnazyws sig 9225251___
lokalnymi. .

Jedli pewne operacje Oi, i=1,2, ,,., nad gwiazdg kazdego po-
1a e,€ F' gprowadzaja sle do wykonanls dziskanis IV, to¢ obraz
T(£) nazywa sig obrassem nieupraszczalnym zs pomocs operacii 05

Algorytmy syntezy pokrycla obrazu’ T(f) , polegzjgce ns wykony-
waniu operacji upraszeszajacych o zasiggu vie wiekszym niz 1, nazy-
cwa sle algoryimemi stopnia 1. Algoryimy, W kidrych wykonuje sle
operacje lokelne, nazyws sig algorytmami lokelnymi,

Qkazuje silg, £e 2a ponmocag cdpowiednio skonstruowanych algoryi-
mow lokalnych mozna dla szeregu funkcji logicznych uzyskad pokry-
eie minimelne ich obrazn lub proynajmniej jego nispusty podebidr,

Istotna cechs przedstawionsgo tutaj podejfcie jest to, ze okres-
lenie elkstremsl 1 uproszczenis okrszu T(Ff) odbyws sie na poduta-
wie pewnego ograpiczonego podzbioru zespoidw makeymslnyveh NCP(T).
Podzbidr ten moina generowad dorafnie przed wykonaniem daned ope-
racji upreszezajgeej nad okredlony gwimzdg, Synteze pokryeis mini-
malnege (lub - ogdlnie - nieredukowalnego) nie wymage wige prey tej
metodzie uprzednlego okreélenia weszyetkich zespoéw makeymalnych
w obrazie T(£) (oznacza to wige potsgczenie etapu I z etapem I1 w
procesie syntezy wyrazenla minimalnego).

Padejscie to umoiliwias uniknieciec koniesznoéel pamighania {eo
oznaczé redukej¢ potrzebne]j objegtofci pamigei przy reslizacii mew
szynowe]) tych zempoXdw maksymalunych, o kibryeh - w wyoiku wykona-
niz operac)i upraszezejacej - uzyskuje sig informacje, Ze nie mogg
byé eksiremalami, & fekie konleczhodel generowanis szeregu zespo-
¥éw makeymalnych, poniewss potrzeba ich generowanis zogtanic z gdé-
ry wykluezons wskutek wykonanis operscil upraszezajseyeh.

3+4,2. Twierdzenia o moiliwoéclach lokalnego wydobywania eketremal
Obecnie eformuiujemy szereg twierﬂzeﬁ,. pe podstawiz kfdérych
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skonstruujemy nastgpnie pewne lokalne operacje upraszczeisce.
Twierdzenie 3.4, Jedll gwiezdas G(=) pewnsgo pola g eP! slkba-
da sig tylke z jednego zespoiu meksymalnego, to zespd: ten Jest -
eketremaly jadrawd, -
Dowsd. Wynika bezpodrednio z definicjl 3.6. Q.5.D.
Nieeh I¥ = {I@ l oznacza jadro pokrycis obrazu T(£) .
‘Pwierdzenie 3.5. Zespoiy maksymalne Lj w cbrazie T{f) s=pei-
niajace waruneks

LJ LE cp” (a)

"3 M1 cxBen?)

nie wchodza do zednego pokrycis nisvedukowalnege tego obrazu.
‘Dowéd, Zgodnie z wnicsklenm 3.2.ujadro ¥ zawiera sig w kazdym
pokrycin mieredukowelnym obrazu T(f) . Ponlewaz zespody L; spei-
nigjgce warunek (2) mozne wyZaczyé z kasdego pokryela zawiénajgcé-
go jadro bez naruszenia warunku pokryeia (3.1, wige lch isinienies
w jekimkolwiek pokryciu nisredukowslnym przeczyZoby definicii 3.5,
G

Warimek (8) w twierdzeniu 3.5 jest warunkiem dostateczuym, ady
deny meapé: maksymalny nie wchodziz do fadnege pokrycia niersduke-
walnezo, ele nls Jjest warunkiem koniecznym. Ten cstatni sforsudo-
wano W twierdzeniu 3.8,

Definicje 3.12. Pole g, € l nezywa sigs pelom redukowsloym w
obrazis T(f) , jefli istnieje takle pole 6. EF' -1 G&z}é&(er},
przy czym w preypadku, gdy Gles) = G(e,) , wowezas ~le,)<yle ).

fwierdzenie 3.6, Zbidr weszysthkich pokryé nieredukowalmyech N({T)
obrazu T{F) Jeat rdwny szbiorewl wezystkich pokryé nieredukowal-
nych N(ﬁ) obrazu D(f) = §1Ll§*u ?D', gdzie &t =.F1\ E, » Fs
= P u E, , natomiasst E_ - zbidr wezystkich pdél redukewdlnych w
obrazis T(f) .

Dowdd, Zgodnie 2 defipicja }.12, dla ?azdegp e, & B ist;ieje
e, € ?‘I takie, Ze G.(.ek_)EG_(,er)~, e,€F . Diatego Jakiekolwiek
pokrycle nisredukswalne obrazu T(f) Jest jednoczednie pokrycism
nieredukowalnym obrazu. T(f) , a wige (L) & N(T) .

Zaxdsmy teraz, zZg NOTINEB(E) £ 0 . Istnieje wise pokryeie niew
redukowalne N (T) ; kiére nle jest pokryciem obrazu T(£) . Ozne=~
cza to, Ze mi(m) zawlera zZespoiy maqumalne pokrywajacs wWyizcze
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nie pola zbioru E, ¢ ¥, Zeepoity te moina jednak usungd 2 N, (1)
bez nerusgenia warunku pokrycis, poniewa? pola Er s Jak wykazano
wysej, beda pokryte przez pewne inne zegpoly makeymalne pokrycia
N (T) . Wynike z tego, %e Ni(T) nie jest pokryoiem nieredukowal-
nym. ¢o jeat sprzeczne z poprzednim zaiozeniem, Wynika z tego, zZe
B(T) = n(m) Q.E.D,
Dane jest pewne pole ekeF1 (L) .
Twierdrenie 3.7, Jesli

2]

- pl ¢ : @
.ﬁej €T, Gley) ¢ Gley) (=)
to
VIy € 6le) Im;(2), T, € Ny(m)

Dowdd. Niech Lk ozneczé pewisn zespdi meksymalny gwiszdy G{ﬂg.
WyZaczmy pola zbloru Lk AR ze zbioru P 4 wigczmy do  zbioru
7. F1 p = F N Lk . FYo=* \JLk + Otrzymany obraz T(f) canasz-
my T(f) . Niech Ny (B , to jest pewne nieredukowalne pokrycie ob-
razn T(f) . apelnla warunek

Hy(B)hate) = 8 (5)

Istnienie takiego pokrycia jeat zagwarventowane warunklem (&), 2
warunku (b) wynike, e pokrycie N, (T) nie zawiera mespoiu maksy-
malnego bakrywajacego pole ey v W takim razie zbid» i(T) v Lk
jest pokryciem nieredvkowaluym obravu LY . snalogiezne rozume-
wanie mozna proeprowadszid wzgl gdem kasdego L€ Gfek) QE.D.

Ewierdzenie 3.8. Warunkiem kesieeznym 1 dostatecznym aby zespsi
maksymalny L nie wWechodzid do tadnego pokryeia nieredultowalnego
obrazu T{f) , jest warunek

L. S B UF ‘ {a)

gdzie E, Jest zbiorem wezystkich pdl redukowalnych otrazu T(f),

Dowdd. Doestateczsnodd: Wynika berposdrednio % iwler-
dzenis 3.6. Eoniecenod € : Zaxdzmy, ze werunek (a) mie jeat
spefniony. Womezag,2godnie 2 definicjg J.12,istntele pole € g Li
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takie, ze
_ﬁ(ej)eiﬂ § G(ej).L’GCek)

2 twierdzenie 3.7 wynika, fe kasdy zespdt gwizzdy G(ek) y @
wige 1 zempdz L; , wehodzi do pewnego pokrycis nleredukowalinego
Ni{T) . W tekim rezie, aby zespdk nle wchodzil do adnego pokrycis
nieredukowalnego, kKonleczne Jedt spelnienie warunkn (&). Qe E.D.

Niech GS(e) = {LE]?=1 oznacza pewlen podzbidr gwimedy G(e) ,
e € P , wobrazie ©(f) 3 niseh §V(e) = {Li E 4 = GleIN G°(e) .
Uznaczny sSymbolemn -rf y 1= 1,8, rozmiary zespolow Li 3 Sym-
bolem w&s r? o = 15000, , pozmizyy zespoXdw L .

Twierdzenie 3.9, Jesli

8 s ; AT | B8 W oo ; W P

Wis€ 6(e) EIL‘;E a"(e), r]]l'i NLES T A < ) (a)

to dsinieje pokryele winimsine M(T) nie zawierajsce fadnege go-
sSpoky Lg y A= T, weey @ o

Dowéd. Niech L oznscza pewien usapéd podwbioru €°(e) . Jes-

1i sachodzl (&), to istnieje Ly &@"(e) teki, e LpnIgen™ ()

A 15 E ” % T myat T & =8 1 c +W “1 far

oraz 1_:§rk (e) . 2 warunku (b) wynika, ze L. A7 € LNP LW

takim razle w kazdym pomrycfu N zewlerajacym L§ moEna  zedpok

LE zastapié zespoden Lk bex mlany diugosei tego pokrycls. Za-

mizna te nie spowoduje réwniez swigkezenis zZosonosel yekrynla.
poniewat ze wzglgdu n& (o) zachodzi nilerfwnodd n - rk_hhn =T,
Wynika z lego, z2e jedli pewns pokrycls Nl y Zawlsrajacs L§ . by=
Xoby pokryciem mlnlmalrym, to rowniefz pokryeie utworzons prEes
zmieng zeepoin Lk Ha zespid Lk bgdzie pokryéiem minimulﬁym.
Ponlewaz rozumowanis po§yzsze nie zalezy od tego, ktdry zespd I.i
praylste jako zespdd LE y Wige to kofiezy dowdd, Ls Do Bhe

¥ dalszym ciagn GS(e) < Gle) oznacza podzbidr o muksymalne]
mocy, dla mtéregb dest epeinicny warunek (a) twisrdzenia 3.9 (Jes-
1i istnieje kilka takich podzbiordw, to GZ(e) oznacza dowolay =2
mich),

Ze wzgledu na wystesujacy w warunku (2) tego twierdeenia ebidy
E‘*, nodzhlgy Gsfe) zalesy od aktualnege obrazu  2(f)

Definieja 3.13. Zbior GY(e) = a(e)\ 5%(e) nazywe sie griszds
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sredukowalng polas e w cbraszie () .
Niech L, 11, L2 vany I , a1, oznaczajs pewne zaspoly ma-—-
ksymalne w obrazie T(f) , poaiaéajqoe rozmiary v, r7,..., i

speniajace warunek Ey = L0 U o #0 . wieen w5 1 B os-

e
naczajs odpowiednic eumg mnogodolowa 1 przecigele wesystkich po-

Terapd MR{T} gbrezu T(f) . Niech Ml i M% oznaczaja odpowled-
i sumc- miuogodciowg 4 przeciegeie wezystkich pokryé M'J'(T)
Mypicerdzenie 3.10., Jedli:

“Is L\Etsp“ (&)
\v’(nie[l.i]:ﬂ) v (INE e FAataE, £0) (b)
. e EE;. 4 -G(e}'Q{L. 1,022, s s LE} (2)

o Ley , 11, 13, ..., 1%

1I. =4 speznione warunki (a) - (¢) oraz dodatkowe warunek

fu

__(n - rilr.:n -r (d)
=1

to L ¢w, 1, 12, .., e .

Dowéd. % (a) wynika, %e

LN F1 = E’b . (e)
.‘Z-. warunln (b)) wynike, ze
& st ©
1=
OPAZ £e
ﬁz"e[x.i]gﬂ , E<1 (g)

Z (e), () 1 (F) wynika, ze B, moze byé pokryty slbo przes
286 L , albo przez zespoky [ Li]? 4 » Poniswaz e=>1 , wige
2espér 1 wejdele do kazdego pokryola minimalnego najkrdétezego
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obrazu B(f) , to znaczy I.eyﬁ', natomingt zeapoky ot ’ i =
=1, vees & 5 nie mogy wejéé do zadnego takiego pokrycia,to znaczy
I,f.’MIj . To dowodzi czgéé I twierdzenis,

@

ZXozonosd zt{L1}§=1J = E (n - ri) s netomimst zZ(L) =n -1,
i= -

2 warunku (4) wynika, ze z.({I. } 1)<z(L) « ¥ takim razie w kez-

dym pokryeciu minimalnym MI(T) bedzie mawariy ¢bidr {L }i { » ne=
tomiast w Zadnym 2z nich nie moze byé zawarty zespéx L . Q.E.D.

g 1 2 3 4 5 5.7 8 g 1 ft 1213 t4 15
ol T e[ x]ww]x]* > %] %] *]x]*]®
H.g_!q***%_*g@*******y
32
48 &3
At
69 )
_w AT _
ETGRY 5 | | e o L L D [ [ [ [ [R
X 4l
ol e [ T [ ] e ) # [ % % [ % | | 2 [ %%
2/ Py Xy
2/ L/ & b
Xq &

¥ = {1}, 25(2) = 5, c(EN(D) = 1
D) = [Ty ], sN() = 4, e(EH(D)) =

n =2
r1=5
r2 = &

Hys. B.6. Tlustracjs twierdzenia 3.10

Twierdzenie 3,10 moZna Yatwo uozdlnié na przypsdek, gdy zamizst
Jjednego zespoiu L w:gs‘kgpuja g‘biér [I..'. Tps sess I'b] y b <<a , W

tym przypadiu E‘b = U Li N U I%ﬂ 1‘1
i=1 i=1

3¢4.3.0peracje lckalne Oy 9 05 0.3 .

Na podstawie sformulowanychk w punkois 3.4.2 twierdzed  skon-
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struujemy obecnie pewne lokslne operacje upressczajace 01,'02,0

- Jane:
T(ﬁ: & (ei)a Mf-

3 L]

Ryas 3.T. Wykres operacyiny

eperanji Oy -
Fla=FIN Gu@f) Y nie
FR=F*u6Yey)
Myi=Myui )
24 3
Dane:
T(f ),'G(E;),Mf
llf
Qkresienie 6%(e))
Rys. 3.8. Wykree opereoyjny

operacji q,

Fi=F\G"fe,)
F=F*uGv(e,)
Mf =Myu (91)
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Operatcje 0'-1 i. 0_2 84 gperacjeml o z&sisgu 1 1 polegaja na wy-
kenaniu dziazan typuw I, II lub IV w zaleinodel od spsinienia wa=-
runkdw twierdzerd 3.4 1 3.9. Operacja 03 Jedt operacja o zaaiggﬁ
2 1 polega ne wykonaniu dsiaisd typu IIT Iub IV zgodnie 2 bwier-
dzeniem 3.6, w 2aleznodel od speinienis warunkdw wynikajacyech =z
definiejl 3.,12.

1. Operacja 0, = O4(G(e) , T(F) , G{=)) (xys. 3.7).

W operacii 01 wykorzystuje silg fwiewdzenle 3.4. Zagpox L4
Jest, zgodnie 2 tym twierdzeniem, ekstremals jadrowa.

2. Operacja 0, = 0,(&(es) , (f) , G(e1}] {rys. 3.8).

W operacjl 02 wykorzyatuje sig twierdzenia 3.4 oraz 3.9. .

3. Operacja 05 = 03(6(91) . (L) -, LJ Gle)) (rys.: 3.9).

¢ e G"(a1)
Dane: N
T(t)6 (e, UG e

W

E:=6%le;){e;}
cr=c(E)

| 0”(559,,1,9&2,...,9,’0}41

fi=frl

Rys. 3.9. Wykres oper&cyjny-bperacji 03 .

W operacil 03 wykorzyeiuje elg¢ twierdzenie 3.6. Poniewai kaZe
demu polu ey € 7' zostax przypisany podzbidr indeksdw Ilej) =
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= {i : Iy e&(es ﬂ- wige zamiast eprawdzad relacje G(B ) & Gle, j)
sprawdza iz réwnowaznq Jej relacje I{e Y= I(ar ﬁJ § Zmlenna
E veini funke)e pomocniczs, .

Opréez povyzszych operacii, wmozna skenstruowal Jeszeze ipng
pperacje lokalng ¢ zasiggu 2, kidrej podstawy jest tvierdzenie 3.10.
Spraewdzanle warunkéw tege twierdzenia Jest jednsk dosé kZzopotliwe,
a przy tym warunki te sz stosmnkowo rzadko speinione w prakiyce,
dlatezo. operecji tej nie wykerzystuje slg w'dalej opisanych algo-
rytmach, W pkcie 5.2 sformutowanc itwierdzenie, ktdre umozliwie
gkongtruowanie operacji lokelnej (o zasiegu 1), upraezczajacej ob-
raz  T{f) w pewnym przypadku symetrii funkeji wzgledem llter.

3.4.4, Ogreniczonodd metod, ktdrych podstews jest lokalne wydoby-
‘wenie ekgtremal

Wykonywenie operscji Oy , O, , 0y nad gwiazdeni poszezeedlnych
pdl ej& F' prowadzi do uproszegzenia obrszu T(f) , jesli sa spek-
nione warunki odpowiednich Twierdzen,bedacych podstaws tyeh opers-
¢ji. Jegli cbraz T(f) mnie zawiera pdl redukowalnych, a gwiazde
credukowana kaszdego pola aj&ZF1 gkisda sig z wiecej niz jednego
zegpoin malsymelnege, to wowezes obraw T(f) jest nieuprassczalmny
za pomocy operacji 0, , 05 , 05 « Fie jeet wige upraszczalny #ad-
pym alporytmenm lokalnym zhudowanym na podetewie tych operacii, Te-
‘20 rodzeju obraz nazywa sig obrazem cyklicznvm.

Je$li dany jest pewien obraz T(f) , to moze byé on od rasu ob=
razem cyklieznym lub moze staé siz nim po wykonarniu operscji upra-
szczajacych 01 » 02 = o3 nad gwiszdemi poszezegdlnych pol eje-Ft
Jak wynike z twierdsgenise 3.7, kazdy zespdd msksymalny w obrasie
eyklieznym wchodzi do pewnego pokrycla nieredukowalnego,

W szeczégdlnych praypsdkach obraz cykliczny mwoze byé UproBzGLOny
z& pomocy opéracji, ktdrych podstawg jest na przykiad twierdzenie
34104 W ogdlinym jetnak przypadku informacje; jaka dostarczaja zbio-
Ty A lub ﬁ\ » nie wystercze do stwierdzenia, kitdry z szesgpo-
Xow rozwaiane] zwiszdy jest eketremals., Powsiaje pytanie, cgy mog-
ne skonstruowad takie operacie o wigkszym zasiggu, kitdre w kszdym
przypadku doprowadzs do okredlenis ekstremali w danej gwiezdzie,
CdpowledZ na to pytanie jest negatywna.

‘liozna vdowednié w taki sposéb, jsk to uezynik Zurawlew [28] (a
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miancwicis na podstawle vakie]j same] funkcjl, Jaks w ts) pracy
gkonatruowat), te dla kaida] operacji skorficzonege zasiggu moina
znalazé Tunkejs, ktdrej] obrez jest nieupraszezelny 28 pomoeg ted
operacji. Wynika = tego, %Ze nie isiniejes algorytm skodczonego stop-
nla, dokonujacy synbezy pokrycia minimalnege obrazu kasde] funkeji
logicznej.

Algorytmy wyzszych stopni moga okredllé pokrycia minimalne {$yl-
ko dia pewnych konkretnyeh obrazéw, dla kidrych nie udasio sig tego
zrobié algorytmeml nizezegce stopnia. W ogdluym natomiast preypadin
okreélenie pokryecis minimelnsgo bedzie wymagaZzo realizacji  algo-
Fytmu, w kidrym operacje uprosmozajqce maja zasigg obejmujaecy caly
zbidr P(T) . Oznacze o - innyml siowy, Ze uzysksnie Informecji,
czy dany zedpdt meksymalny: jeet sketremels czy iei nle wynage okred-
lenis pokryé nieredukowalnych i pordwnania ich ze soba.

Sformulow;ne w punkeie 4,4,.3 operscje 1okalna 01, 02, 03 251
jednak wygodne do skomstruowsnia plerwsze] czgdel ogdlnezo algo-
ryimu syntezy pokrycis minimaslnego, umoZliwisjgcef redukowanie da-
nego obrazu do obrazu oyklicznego. W szczegdlnyeh przypadkach &
pieresza czesé mlgoryimu wystarezs do okresflenin’ pokrycis minimal-
nego.

3.5. Synieza minimalnych pokryé obrazdéw cyklicznych
metodg rozkacznych gwimzd

3.5.1. Uwagl wstepne

zazésmy, ze WB(f) Jjest obrezem cyklicznym,Okreflmy dla kazdego
pola eje‘F1 gwlazdg G(ej) , PTZy czym przypiszmy, jsk poprzed-
nic, réznym zespokom maksymalrym Ly fgééﬁg indeksy i=1,2,40430s

EKazdema polu e. przyporzadlujmy zbifr indeksdw I{e.) =
= {i : Iy € G{ej)}'. Pokrydia nieredukowalne obrazu T(f) moéns
okredlié na podstawie nsstepujgce] funkcji:

m
P(Ihlj oot’Ilp) = /\ \\/ Il'i (3;9)
j=i '1&1(9 )

D Przy rgezne] realizacji algorytmu zblory I(e ) wpisuje =ig
w poszozegdélne pols 84 {(z0b. /6T/) .

R
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20516 eresy wuey 6, €F , m= o(F1) ,

Zespoly meksymalne L, trakituje ei¢ tu jako zmienne logiczne,
Pudkeje p(Ly, «ees L) dest analogiczne do funkejl skonstruowa-
nej przez Petrica /7/ (bedscej funkeja prostych implikentéw furk-
¢ji £ ). Jesli wymnoZymy poszcozegblne czlony wyrazenia (3.9) preez
aiebie, uvrzy jednoczesnym stozowaniu praw pochianiania, to otrzy-
mamy nleredukowalne d.n.w. Tfunkedi p(ly, eeey L) , kidre (ze
wzgledu ne monotonicznoséd te] funkeji) jesd jednocgeénie-jéj WyTde=
zenien migimslinym,

Kazdemu slktadnikowi otrzymanego wyrazenim odpowiada zbidr zes-
pekdw maksymalnysh Ly ktdry stanowi pewne nieredukowalne pokry-
ez obrazu I(f) . Nleredukowalnos$é tego pokrycia wynika z. tego-
ze skiddniki omewlanego d.n.w. funkeji p 83 Jej prostymi impli-
kantami, & wiréd zespoxcow I, w wyrszeniu (3.9) brek jest, ze
wogledn na eykliezncd$d obrazu T{(f) , zespoléw, ktére nie wrhodza
prezynajmniej do jednego pokrycis nieredukowslnego +tego  obrazu.
Pokryile minimalne okredls sig drogy przegladu tak ctréymanych:po—
krydé nieredukowalnych,

Rezlizacja powyiszego algoyytmu, jui nawet w stosunkows proe-
tybh praypadkach, wymage wykonsnla bardzo duse] ilosdei operacji, W
punktash 3.5.2, - 3.5.4. oplsano pewng mstods, w kbtdre wymasa
si§ tylith pevma cezesé cztonow k.n.mw. Tunkeji p(L,I, ""LP-) i
na podsvawie skladrikéw otrzynaneso wyraiépia okresla pelryeie mi-
vimslne.

3.5.2, Konstruowanie rodziny G rofdacznych gwigzd

dykonajmy algorytm & przedstawiony ne ys, 3.10.

Przeg FT, Fp, #° rozumie Blg w tym algorytmie pewne zmienne,
ctorych wartodeiami sa zbiory, Obeenie przez ™ i % bedzieny
rozumieé zbiory, ktdre 83 wartodciami tych zmiennych uzyskanymi po
zakorczeniu algorytmu T (wariosd pF jest zbiorem pustym). Ge=
nerujac gwizzdz: G(e.) pola ej s+ zespoiy tej gwlazdy oznacza gie
W algorytmie symbolami Lj . Lje, o %p Lj "

1 ?
Rodzing pwiazd G(ej) » ktore zostaly okreflene w dlgoryimie
R , oznaczs sig '

8
& = {atepls,,



Dare: '
Obraz cykliczny T{f)=FvF vF° )

t

Fhi=0; FP=F1
!
je=t
1 & ]
a?(F¥ie;)

]
Generacja gwiazdy 6(e)={Lit-+Li, &}
b _
Fi=Flu{e}
FR=FP\6Ye))

g F‘P=9 nie

tak

j:=f+f —

FZ=FINFY 9:=f

Rys. 3.10. Algorytm R dla konstrukeji
rodziny rozlgeznych gwiazd GF

Ze sposobu wyboru pdl, dla kidrych generuje sie gwiazdy -G(ej],
Wyni-k’a, ze dla dowolne;j pary indekﬂéw (j.ijz) [ 31|j2€{1,,..’?}’.
iy # Jp » zachodzi relacja:

G(ej1) N G(ejz) = &

ktére oznacze, Ze nie isinieje para zeapokéw (Ly . , Ly g )€
1741 2r2
6&(33*)=‘G(g32) taka, ze Lj1.k1 = L32'k2 . Rodzina &° jest
zatem rodzins gwiezd wzajemnie rozlaczonych., Jest to rodzing ma-
ksymalna wzgledem inkluzjl, poniewas algorytm R kontynunje gle
do chwili, gdy PP = ® , co oznacza, 3o nie A1stpnieje Juz pole
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e€3FT\ P« F® | ktdrego gwiazda 4(e) nde przeginetaby mis gz
kt6r 18 2 gwiazd G . Rodzing G nesywa sis dalej rodzina pwiazd
roZ3a0h., Uil

Mwierdzenie 3.11. Dla kazdego pokryecis niersdukowalnego ﬁi(T)
zachedzd relacja c(N (P))=p .

 Dewdd. Zbidr FT = {53}521 gawiera sig w zhiorze I , & wige
Jekiekolwiek pokrycle nieredukowalne Ni(T} misi - zgodnie 2z de=
finicjq 3.1 - zawieraé zespoly maksymalne pokrywajace pola eje.Fr.
Ze wzgledu na rozkgeznodd gwiazd rodziny GT , aby pokryé pols
eje i s nalezy z kazdej gwiazdy rodzipy. Gr wybrad przynajmniej
po jednym zespole, Z tegd wynikas, ze zbidr zeapoXow makeymalnych
pokrywajacyeh pola zbioru ol muei gawierad co najmniej e(GF) =g
Zegpotow, Q.E.D.

W przypadku przyjecia innego niz w algoryimie R porzgdku wy-
worg pél, dla ktdrych generuje sig gwiezdy rozaczne, mofe okazad
gig, e moe ¥4 uzyskanej w ten pposéh rodziny gwiazd rozkgezaych
Jest wigksze nisz moe ¢ , Wowozas {twierdzenie 3.11 chowlazywatoby
dla wartodel o, '

3.5.3. Opie feoretyczny metedy

Wykongjmy oparacis OP(FZ;.B 11 99+2, # e ag em) s gdzie m =
= a(P*) . Dia kazdégo pola s & F? moszna znaleié e¢o najmnie) je-
den zeapdél Lj,k nalezaey do ktdreis z gwiazd rozacznych G(ed),
je {1, ...,?} » ktéry pokrywa to pole. Zbiory G(ed) zespodéw ma-
ksymelnyeh pokrywajgcych pola eje F2 y uZupeinimy obecnis w nowe
zeppody, tak aby otreymedé gwiezdy Gle,) , j = e+ 1, O+ Z4uuey mo
Prey okredleniu gwiazdy G(ea),a € {9{ Ty 0+ 254004, m} ZE8POLy
uzupeiniajace oznaczmy La.1' - La‘gm,. Zespoly te bgda pokry-

waé jednoczednie pewne inne pola e, € F2 y totez przy okredleniu
gwlazdy nastgbnych pdl ej’ J = a , uzupeiniajacymi beda tylko no-
we zespoly, ktére poprzadnio nie by¥y. jeszcze okredlone. Rodzineg

.gwiazﬁ G(ej) y 3= pt 1y «euy m , oznacze sie symbolem 07 1
m

nazywa rodzing gwiavd zaleinych. Zbidr LJ G(ej) Jjest zbiorem

_ J=1
wazystikich zespokdw maksymalnych w obrazie T(£) , %o znaczmy whiow

rem P(T) . Przypiezmy kazdemn poln ej zhide I(ej) par indek-

58



sow  (j.k) taki, e G(ej) a {L.].'k} (1,k)EI(e ) « Funkcje p mos-

ug obeenle zapisaé negtepujgco:

p'=..-pr'x\ p® : (3.10)
gdzie '
e ' m
p’ /\ ' /\ \/ Ik
O k= J= g1 (i, lr.).'s.I(e'j T

Zespoly makeymalne I.j " traktuje sig tu ;jako zmienne logiczwe,
" Wymnéimy poszczegdlne cztony wyraienia p przez slebie, sto-

Bujgc przy tym praws pochisniania, Otrzymamy niersdukowalne d.n.w,

funkeji p® o postaci:
PP PV PV v By (3.11)

pgdzie Pi y 4= 1,2, .04y b, B2 pewnymi koniunkejami mﬁienﬁyéh
Ly y o '
Zbiory zmiennych I'; Kk wchodzacych do poszezegdlnych akzadni-
kdw Pi oznacemy aym‘bolem Pi i Traktujmy jﬂko zbiory zespoXdw
maksymaelnych. Ze sposobi utworzénia zblordw P 4 Wwynika, Ze zespo-
Iy maksymslne kazdega taklego zbloru pokrywa.;] 5 wazystkie pola
zbioru F® orez pewne pola zbioru FT , Okredlmy dla kazdego zbio-
ru P, parémetr A, -

By = ol By) - 4

gdzie d1 - maksymelna liczba zespaléw W zZblorze -ﬁ'i y - ktére po-
siadaja résng wartosé indeksu J 1 przy tym nie wigksza niz P
Parametr Ay = 0, jedli kajdy =z zespodw maksymaluych zbiorn
Té:l. posiada rdésng wartosd indeksu J 4 nie wigkezaq niz p .
Twdierdzenie 3.12. Dla kazdego 2hloru P mozng znaleié pokry-
cle nieredukowalne N(T)2 Ji")i ; posia.da;jqce moc Téwna © + &- .
Dowéd, "‘wierdzenia dowodzl sig przez konstrukcig pokrycle N(T)
’u'i’y'b:.e's-rzmy dowolpy zbidr jsw ’ w&{1 Ry avap b]‘ + Okreflmy w 2bio~
rze D dowoluy, meksymslny wzglgdem inkluzji, podzhldr pr 285~
poXow meksymalnych posiadajgcych rdzne 1 nie wigksze nig ¢  war-
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todeci indeksu J . Kazdy zeap-é?: tego podzbioru jest elswentem pew-
nej gwiszdy G(e;) , ejeﬁ‘ . Oznsczmy symbolem E  2bldr pol
jE Fr 1 k't‘-ore 85 pokryte przez zespoly zn:.cw P,n « ZespoZy pod-
zhioru 55 w Pokrywajg wige pola zbioru FUE ., Wybierzmy o kazde]
grlazdy G(e,) , e, € F°NE y dowolny zespdi maksymelny 1 oznaczmy
'oirzyma_.ﬂ'y zbiér symbolem B . Zbidr ﬁ UB jest pockryelem obraszu
E) omoey (A +d;) + (¢-= ) = ?-ﬁ- f.\i » Z& wzgledu ne to,
e P Jest sk.&aﬂnikiem niersdukowalnego d.n.w, funkeji p° ,
2 geiezdy G(e,), eje,Fr\E s B8 rozlaczne, otvzymene pokrycie
Jeet pokryciem nleredukowalnym, ¢o 2nacsy poszukiwanym pokry-

f.l‘.i'em NET) » Q'.E.ﬁ..
Twierdzenis 3,13, Woc pokrycia minimalnego M(T) Jest  rdwns
9 B gn e gdzie A4 = ie{r{lm . Age
" LI
Dowdd wynlke bezpogrednio z lematu 3.2 Q.B.D,

3.5.4. Algorytm C okreflenia pokrycie minimalnego obrazi  cyk-
lieznego

Na podetawie rozw@iad w pkiech 3.5.2. 1 3,5.3, ekonstruujemy al-
goryim C okreilenia pokryecla minimelnego M(T) obrazu cykllez-
nego; .

1. Wyznacza sig rodzing gwiszd vozXscznych GF oraz  rodzine
gwiazd zalesnych G° , Rodzing G konstruuje sig wedlug slgoryt-
my R . Kazdemu polu e_jE F przypleuje esle zbidy

I(eé) = {(;]_,1_:) : LJ.!EG G-(ej) .

Przy rgeznym wykonywaniu algorytmy Zbiory I(ej) wpisuje elg w
poeszczegdlne pols &y -

2, Okreéla sig ak¥adniki Py mnieredukowalnego d.n.w. funkeji
p® oraz odpowiadajzce im parametry &,

3. WAiréd skradmikéw P, okresla sig Cintie {Pilsey skzadni-
kdw, kidrym odpowladsja parametry b, = 'ﬂ'min .

4. W gbiorze [pi]ieJ okredla sie skdednik P, kitdéremu odpo-
wiadas abidnp pm 0 minimalnej zozonosel =( fb ) .

5. Dla zbioru ﬁ’m okredla sig pokrycie nieredukowalne N(pm =
= 812 'Pm tak jak poﬁano w dowodzie Yematu 3412, z tym  Jednak,
e 2z gwiazd G{e ) I :eJE F'\ E , wybieve sig zespoty posiadajace
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najmnisjsza zozondsd, Qtrzymans pokrycie bpdzie  pokryeciem naj-
krétezym o minimalnej zXosonesci, to znaczy postukiwanyr pokryeien
minimelayn MN(T) .

W szoczegdlnych praypadkach algoryim ¢ meoze byé uproszezouy.
Faxdzmy, ze okredlajac kolejno zbiory ﬁi oraz peramelry éii dla
pewnegoe 1 = m parameir &. =0 . Jedli mozne stwlerdzid, fe zio-
zonosé z( pi kazdego innego zbloru p y dla kidrego By a0,
nle moze byé mniejsza nlz  zf B J {(teki przypadék zachndzd ne
preykiad, gdy gwimzdy rodziny Gz gkiadeja =ig % zespokdw o jed-
nakowej ztosonodei), to pokrycie (D)= Enx’ okredlons jsk w kro-
Ku'5 algorytmu € , hgdzie pokryclem minimelnym, W  Ten Epgadh
ckredlanie drlszych zblordw ﬁi , 1=>m , staje eip zbgdne,

3.6. Algoryim 59 syntesy pokryeda minimélnega
dowolnego obrazu T(f}

3.6.1. Opis algorytmu

Ponizej formuiuje sig algorybm ™ okreslanis pokryé minimal-
nych dowolnege obrazu ©(f) . W algerytmie tym wykoraystuje sis
wynikl uzysksne w pktseh 3.4. 1 3.5. Idea konstrukeii  algerytmu
jest nasgtgpujaca: -

‘Generije siz rodming gwlazd rogkzennych ¥ , a nastgpaie To-
dzing gwiszd zaleinych o ; jednoczesnie wykomnje sig operacje
uprassezdjace Qq, 02, 03 . Operacje te pastgpnie powtarza sig do-
phty, dopéki nie ugyske sig aslbo pokrycis minimalnege L{®) , albo
obrsz T(f) nie stanie'siﬁ obrazem cyklicenym., W przypadkn  gdy
cbraz T(f) stsnie sig obrazem cykliczuym, wowozas stosuje sle
algorytm ¢ .

Algorytm A skiada gie z kolejuo wykonywamych algorytmow po-
moeniczych B1, E g ewes 35 oraz z algorytme © . Checnie prasi-
dzlemy do opisu elgorytmdw Bi, I =1, seey 5 5 pbay ogyn =lgoryi-
my Bj, Bz, E4 juko bardsiej zlozone uplsuje siy ze pomocy wykrge-
sdw operacyjnych.

Y. L g N3 P o y
PrIes F1, Pe, T, B, FZ, Fs Y rozumie Big w Maidym z &

nd-

sywanyeh =lgorytmow pewne zmienne, kidryeh wartodeiaml s zblory.

Wartodeiemi zmiennych P, BT, F° ne poczatku algorytma AY ea

Lah]
-



zbiory pol, ktdre w danym obrazie

wiednio

Algorytm S algorytmie t¥m okrefla s
Yieznyeh Gr = {

B2

1,%, 0 .,

T(f)

Okreslenie obrazuT(¥)

!

pogiadajg wartosdei

Fli=g, Fhi=F

=6

[ Generacia gwiazdy G(ey) ]
L 44 :

7 ¥

12

5 —

|
|
|effey) Tt Gey) ’l
l

B ]

NN .

L 4
1

R
FG=Fﬂ1%§
Fi=FP\6Y(e,)

f

Koriee A7 )

Rys, 3.12.-WYkres-operacyjny algoryimu 31

G(e;)]

1
e, & BT
3

odpo~

ig rodzipg gwidzd Hoz-
Pray eczym po okreilenin kaziej



gwiazdy GGej) wylkonuje slg operacje lokalns g, 1 02 ‘

.-Bf

(i__ _ Dane:
E RN G eers 18 ?e;)}@;sg
}

Fh=F?
g

| 0%F"e) |

Rys, 3.13. ¥ykrse operscyjny Dopelniente zbiord 07e)
; i 2 o owiazd, Gfé) 4
slgorytm EB° yrazdy Gfe;

1
[ awokae |
RTY
F'%:Fp\{gf}
}

k‘_‘)?=F HF f F zi*:F'qu’] :
I

Algorytm Be W algorytmle tym uzupeinia sig <zbiony 6" (e )
ﬁjﬁ 72 » W nowe zespoely makeymalne tdk, aby oirzymad gwiazdy ‘Ggéj).
Po okredleniu kazde] kolejnej gwiaady G(ej) wykonuje sie nzd nia
oparacis 0, i Oé_;-ZmEEnna PP gra volg powoeniczg. Jedli wy-
konanie algorytmu B* sgowodowazo uproszgzenie obragu T(L) , to
wykenuje gle algorytm B” ; w przeciwigm przypadku  wykonuwje  aig
algoryim 54 .

A gorytm B2, Polega on na wykonywshiu cperacji (}‘_1 i 05 nad
gwiazdami G(ej] 5 eje B A dopéty,:&opdkigobraz T(f) nie stanie
gi¢ nleupragreralny za pomocsg tych oneracji.

Algorytm B4 + W elgorytmie tym wykomuje sle operacje 03 ko=
lejno ped gwiazdami u(ej) pal ejEiF1 v Tatwo zauwazyd, 2e wyko-
napie algorytm BA' prowadzi do redulieji wezyetkich pdél redilkox
walnych w ektualnym obrazie ML) . Varicsdé zmienne] 7% okresls
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zbidr wszystkich pdél e, o takle] wlasposel, %e operacja G3 pad
gwiazda G{ej) nie prowadzd do uproszezenia obrazu T(£).

.32

Darne:
FLF*{ele; feje !
t
Fh=F! FS:=8

] |

UP(F#: e,)

0s{6(e) TV 6%er)

2

nie
—
Foe(FPor!) e} FS=rSufe,)
1

F’:‘::F-f'nf-.,; FZ:=F‘}'\ F,r' v
33

Rys. 3.14. Algoryim 34 . Redukejd 961 redukowalnych,

Jesli wykonanie algoryimu 34 gpowodowaXo uprowzczenie obrazu
™E) , tzn. jesii ¥° & 7! ¢ to wykonuje sig algorytm Bs; W prae=
ciwnym preypedku wykonuje sig algorytm ¢ . .

%;gggxgg_gf. Polega on pa wylonywaniu na przenien algorytméw B’
1 B" dopoty, dopdki obraz nie stanie slp nleupraszczalny za pomo-
ca operacji 04, Oy, 03 » Jeéli po wykonsniu algorytmu 5t prze-
chodzi sle do wykonmanis elzorytmu 33 , o w algorytmis B3 ope-—
racje 04 1 O, wykomuje sig tylko nad gwiamzdami pél ﬁjeEJ‘st.
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Jesli w rezultacie algoryimu BS zbhidn F1 % 0 , tooznaesa to,

ze aktualny obraz 2(F) Jest obrszem eyklicznym, Woweses wykohuje

sieg algorytm C opleany w pkecle 3,%,3, Hodzing gwiazd rozmigcznych

¢& tworzy zbidr gwiezd zredukowenych {G(ej)} ey a rodzing
e&; &

gwiazd zalesnych g% - wbidw griezd (zredukowenych) {G(ej]] o ?
ee;;

gdzie FF , F? - ostatnle wartodei zmlennych ¥ 1 F® , Poniews:
indeksy Jj pél eje F1 mogg obecnie nie tworsyé ciggu kolejnych
liezb naturalrych, wige nalegy wykonad operacjg op{Fr; 51....,331
i nastepnie zmienié odp?wiednio wertodé indeksu J kazdego zespo-
Tu I.j'kec(ej) 5 ajEF s

3.6.2. ProykZad reslizacii algorytmu

Obecnie na prostym przykiadsie (zaczerpnietym z pracy /44/) po-
kesemy proces synbtery pokryels minimainege M(T) sa pomoca 8lgo-
rytmu A" .

Preykiad 3.3. Okreslié pokrycie minimelne M(T) obrazu T(f])
przedstawionega na rys. 3.15.

Xt

- T l O I

20 | ! i f | i

45

Xg

X3
Rys. 3.15, Obraz T(f) do przyklsdu 3.3
1. Realizuje sig algorytm B' , Obrez funkeji T(f) po zreali-
zowanin glgorytmu 31 przedstawiono na rye, 3.16 (pola, dle kid=

rych generowene gwiezdy rozizozne, oznaczons + j pole, ktdre wmmia-
niry warteséc z 1 ne #* przekreélono). Na rys. 3.17 przedsia-
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wiono gwiazdy rodziny G okredlone w algorytmis B1 {zespoiy oto=
czone kéikiem s sketremslomi jadrowymi).

0 1 2 3 4 5 & 7

57, 117 22 . 31, 122

g r,_E!_ '_2,1 —]5.1 1,2’.32 3,+ 3,f|

el | 4 ez N3z 32 57131
X7 3;? . 32

I 81 _
e | 57 | larladss
2 o A5 T
it 72| 7207 82|/ 215082

k-;_ A5

A3

Ry8. 3.16, Obraz T(£) po zrealizowaniu algorytmu 3'1

Rogmiary
e Gle;) _
3 I'j,k.&G(e,j)
0 L4, 15,2 2y
3 | Lp, 1050 2 Ty 2
5 | P31003,2 %, 1
10 L4 " 3
42 5,1
21 |Lg qLg 5 1, 2
24 LT’1’L7’2 1' 2

Rys. 3.17, Gwiazdy rodziny Gr
w obrazie T(f) =2 rys. 3.15.

2. Realizujemy algorytm B, W wyniku operacji 0; nad gwisz-
g G(eez) otrzymuje sig ekstremale jgdrowa Ly 4 « Pola e , el
i 923 zmiendajg wartosd z 1 na 3 . J _

3. Reallzuje silg algoryim B2 » Cbraz T(f) pozostale hez zmisny.
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4. Realizuje si¢ algoryim Bt . Obraz (f) pczostaje bez zmia-
ny. Otrzymeny obrasz cykliczny ozmseza sig T '(f) .
. . . Fr _ o 3 21 24
5 Realizu;je sis algorytm C ., Zbidr = {a s 87, 8, @ =
{ei} =1 * Obraz T(£) po dokonaniu odpowied_uiah zmjien wartosci
indeksdw J w gwiazdach G(ej) i ejeli‘ , przedstewlono n8 TyB.
3.18.

S [ 7]
17 | Tlss! ¥ | %
¥ | ¥ | ¥ K] *
Ay = |

W - 32,

Xp l'i 1137 ! \i;r * | ®
48"
& A S I
X5
Xy
X3

Bys. 3.18. Obrsz T(£)

o)
I

= (g, 4V Iy, gDy oV Tg ) (T gV Ty g)(Tq 4V Ty 4)

TRV

i=1

b=
I

g 4 By P2 = Tq,4 5,4

b i)
aily
"

PymTp g By 5 Iq,q s By =Dp g Ty 5 5y g Iy 4

Ly 4 05,9 5y, 9 0 Pg=Tpq Igq Iy q I3 4

wn
]

Okredla ¢is parametry .ci\i y 1 =1, 2, <44y 6, proyimujae § =
=45=A1=1,A2=1A-1.A4 ﬁ5=1,36=19

Ckrefla sig pokryoie N( §,) - ={ L1 or Ty 15 By 14 L4’1] Jeat
to pokrycie minimalne (naakrotase)m (T) . Hoe¢ 'l;ego pokrysia Gy=
= 4 , a ztozonosé 2z, = 16 . Eatwo sprawdzié, Ze pokrycie N( pz)r.
= {I,.'n, L2'2, L3 o L4’2, Ls 4 } , mimo Ze posiada moc ©, Wwigk-
823, €, = 5>, , posiada zZozonoéé =z, mniejezg, 3, = 15<3; ,
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niz pokrycie N( 34) . Jest ono wige pokryeiewm minimalnym M;(T').
Uzupedniajac pokrycie N( 54) w poprzednio cokreslone ekstremsle
Jadrows i powracajlac do poprzednich wartosei indeksdw J otrzymu-
Je sig:

M(T) = {51,2' I‘:3,1’ L3, 90 L4,1' L, 10 Ls.1? I'7,1]‘
Pokryciu M(T) odpowlada wyrazenie minimalne funkeji £ 3

= v V
M) = -q1’2\f q2,1v &1_3,1\1' _Q(4'1V m5.1 %, 1 u?'.l

gdzie
e = ) g1 = Fo%y
1,2 = EEEE %5,1'= Tk
e B etmy %51 > F g%
%31, = X% %1 = TyEgEyks

Obraz T(f) w powyiszym przykitadzie jest bardzo prosty i jego
polrycie nminimelpe I{T) mozna by znalesé nawet metods préb i bis-
dow (pkt 3.2). ¥ przykladeie chodzi tylko o zilustrowenie procesu
syntezy pokryeia I(T) =za pomocg Scistege algorytmu Am, nie za3
o ckreslenie btego pokrycia w sposéb pajorostszy w danym szczegdl-
oym przypadku,

3.6,3. Charekterystyka slgorytmu 47

Algorytm & syntezy pokryeis minimalnego stanowi = polaczenie
me;ody'lokalnego wydobywenie ekstremsll z metodsg rozZacznych gviezd
bedacy pewng modyfikecia vozwiazenia algebrdélegicznego Petrics, Za-
stosowanie operacji lokalnych umozliwla zredukowanie w sposch ato-
‘gunkowo prosty (bez na przyktad konisezsodel uprzadnlezo okresle-
niz wapysthkich zespodw maksymalnych) danega obrazu T(f) do ob=
razu cyklieznepo. Metoda rozXacznych gwiazd (algorytm & ) umozli~
wia zmnlejmzenie liczby operacii w stosunku 4o rezwigzanis alge-
brologicznege prav okreflaniu pokrycia minimalnego obrazu cyklicz-
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nego. Zyek ten jest szezegdinle widoceny wowezas, gdy na poczatku
procésn okraglenia skZadnikdw 'Pi. znajduje ziz skkadnik P!n,_dla
ktérego A o =0 Je$ll bowiem pekrycie N(T) 2 'ﬁm P ckreslone
jak w kroku 5 algorytmu O , przyimiemy za rozwigzenie (jest ono
badZz pokryciem M(T) , badz pokryeiem najkrdiszym, ktére moze fyl-
ko niegnacznie réznid siz od pokryela M(T) ), *o sdpada koniecz-
no$é okreélanie pozostaiych ekiadnlikdw,

W prozypadku jednsk obrazéw funkejl legiczmnych dugej liezby smisne
nych (szczegdlnie w przypadkach zXosonych  obrazdw  eyklieznyol,
ktdre pouiladajg ne proykied funksje skonstruowane przez Wasiliewa
/25/) slgoryim A" moze prowadzid do koniecznodcl wykomenis zbyE
wielkisj liczby operacji. Wyjbeiem w takiej sytuzcii jest zasloso-
wanie odpowiednio prostego algorytmu dostarczajaceso rozwigzanis
przybliZone, Alsoryim taki konstruuje siz w pkele 3.7,

34T, Algoryin AY ayntezy pokryeis gquasi~minimalnegd
3.7.1. Opia algorytm

Ha podstawie wynikdw nzyskasnyeh w pkele 3.5 skonstruujemy cbme-
nie pewien algorytm A% syntezy pokrycia w przyblizeniu minimal-
nego dowolnego obrazu () . ¥ wyniky realizacji tegp algorytmu
otrzyanje aiz pewne pokrycle MQ(T) , nezywane pokryciem guasi-mi-
nimalngg i jednoecgednie uzyskuje sis oszacowsnle maksymalbe] 5%
liwej rdésnicy mlgdzy tym pokryeiem o pokryciem winimslnym ucm .
Résyice te wyrasa sig w licsbis elementdw 4 i w zXozoradel &

e(M(T)) - e(M(D)) = A (3,12)
(M3(2)) - z((D)) = & (3.13)

IGea konstrukeji algoryimu jesi nastgpujacs. Nad keidg gwiazds
Gle) rodziny gwiasd vozXscznyeh wykonuje si¢ operacje  Lokalna,
polegajaea ne wyborze z danej gwiasdy pewnsgo zegpoin maksymalnego
nazywanego guasi-ckeiremals (definiecje 3,14), Jedli uzyskany w ten
sposdb zbildr nie stmaowi pokryciaz obrazu T(f) , to wowezas dopek-
nia sip go dodatkowymi zespolanmi tak; sby uzyskad pokryele. Liczba
i suma zlosoncéeil dodetkowych zespordw okredla paremetyry A 1 &

)
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(w okreslenie ostateczne} wartodel & wehodzi Jesteze pewna do-
datkows wielkosé). »

Niech dany jest pewien obraz D(f) = Plu ?ru F° s Bézle F1, F*.
FO a3 zbioremi - wartoseiaml smiennych F1, F*, #° po  zreslizo-
waniu pewnego kroku slgorytmu A% | Na poczgtkn dlgoryimu Aq, tak
jak w elgorytmie AT y wartescieml zmiennych F1, F”ﬁ #0 ag 2bio=-
ry pél, kidre w wyjsciowym obrazis (L) posiadajs wartofeil odpo-
wiednio 1,%, O .

Definicja 3.14, Quasi-sksiremals gwiszdy G(e.) - ep! s W Ob-
razde T(f) ‘nazywa sig pespdl makeymalny L€ Giejj « kidry po~
krywa maksymalng liczbe pdl zhiorz P! 4 wirsd Zespotdw  pokrywa=
Jacyeh taks mama liczbe pdél zbioru F1 posiade minimelng 2ZoZo-
noéd.

Quagi-ckatremale gniezdy G(e1) w obrazie T(f)} oznacze sig
Lq(ej.p*) Lub = krétko ~ 2%, jesli wiadomo, o jaka gwiszde i je-
ki obraz, a konkretnie, o jaka wartodé F chodzl. Zeepd: maksy-
malny w dane] gwiegdzie a{ej) v posiadajacy minimalna zozonodd
oznseza sis Em(EJ)_ lub - krdtko - T ,

W ogdlnym prezypadku gwiazds Gle) w danym obrazie D{f) mose
zawlerad wigce] nii.jednq_quaai-ekatremalg, a takize wigee] niz Je~
den zespk o minimalnej zlogtonofci. W tym przypadku piszge LY lub
1" bgdziemy mieli ma myéli dowolny tald zespbZ (na preyklad plerw=
By w Kolsjhodel ich okreslania przy generowaniu gwisgdy Gles) ).

Wykres operacyjmy slgorytmu 2% preedgtawiono na rys, 3.19, 41~
gorytm ten skdads si¢ 2 dwdch czedei,

Czg5¢é I. W pierwszym kroku tej czefci okredla gig jadro pokry-
eia M° i zhienia wertosei pél jzdra obrazu z 1 ng #* . Operaw.
g te wykonuje sig w ten sposdb, %e kolejnc dla  kaeZdego pola
GER generuje sie gwiazdg G{e) 4 eprawdza g8ig, czy jest ppei-
niony warunek )

e({G(e)) = 1 (&)

Jeill warunek (@) Jest spedniony, to zeepdi meksymalny LeG(e)
wkacze sig do zbiory M° i wykonuje dziakanisa;

Plis 3\ 1, Fa= P UL (3.14)

T0



| Utworzenie T{F) |

f?krm'eme Jadra aokeycid Mo

e=FAN UL h=f Ty
=FINUL, FA=Foul;

RS M"’:=M‘,‘ 4:=8:=0 |

| Generacia gwiazdy 6(er) ’

1

I czese | Okreslenie zespolow L3{L™ ]

ME=MOVfL3], Fh=f L8, FY=Fruld
FR=FP\GY(ey), §i=0+2(L%-2 ()

el -5 5=l

D I 1

ale

I Genergefa gwiazdy Ge) |

7l czesé

[ Okrastenie zespolut? |

t
M8 ofL9] Fl=F\8 Fh=FuL?
A:=4+1, §:=8+2(1%)

1!

Kamec &
MI(T)=M5, Ayyi=2s5y=%

Rys, 3.19. Alzoryim 49
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Jefli warunek (&) mnie Jest spelniony, %o, nie wykonuje i
zadnyeh dgisad. Ponlewsz w powyésze] opsracii chodzi wytgoznie o
sprawdzenle warunku (a) , wiee ‘proces generacji gwiszdy Ge)
przeérywa sip ze kaidym ragem z chwila okreslenis adwSch  zespordw
maksymalnych, loina tu posiuiyé sig jeszesze prostszym algorybmem,
Ckredla sig zespoXy rozmiaru 1  pokrywajace dame pole. Jesli stwler-
Gzamy, e dowolne pars tekich zespoXéw nie moze wejfé w sk¥ed jed-
nego zespoiu o wigkezyeh rozmiarach, to oznaéza t0, 2e  nle moze
by¢ speXniony warminek (a) .

Nasigonie kolejno generuje sig gwimzdy rodziny gwiszd roziacs.
nyoh (tak jak w algorytmie R) i z kagdej =z nich wybiera -sle gua-=
si-ekstremale 1% . Zespoly L% w2geze sig do sbiora M3 1§ wyko-
nuje za kagdym rasem dziatania (3,14). Okredla eig »dwnlet  sume
:_-62111:: ziozonosci zeepoZdw 1% i T w kolajno okreélonyoh gwiaz-
dagh roziaczrych (parametr 4 ). Po wykonmaniu tych operacii dla
natatniej:gwiazdy roztgozne; (gdy W =@ }Jy obliecza eig parame-
try ¢ = a(mﬂ) i z=120") -§ . Parametr p , zgodnie 7  twisp.
dzenmdenm 3,71, okregla minimalns lieczbz elementdw, jekie musi DO=
siadeé pokryeie minimelne M(T) , Parsmetr =2 okresdla zkozonosé
podzbiorn utworzonego 2z ZespoFdw o minimalnej z&oﬁonoéci. ' BEWET-
tych w poszczegdlnych gwiazdach roziacznych, a wige wyrsze mini-
melng zdoZonosdé, jaka musi posisdad pokrycie M(T) . Jeéli po wy-
koneniu czefei I zbidr P = 6 , to wowezae usyskany zbidy X% sta-
nowi pokryeie obrazu T(f) , Pokrycie to posiada moc réwng mooy
pokryeia minimalnego M(D) , 8 zlozonodé jego moze wsig roznié od
zrozonosel pokrycis mindmalnego co najwyged o § . Jefli P = @ i
to nrzechodzi sig¢ do wykonania czefel II.

Czpgsé II. VWykonuje sig nastepujgca opsracjeg: okrefla asig gwiaz-
dg pola o ﬁajniészym numerze w zbiorse FT » wyblera gie quési-ek-
stremele 1 i wykonuje dzisZania (3.14), Dalsze iroki algorytmg
polegaja na powhdrzenin powyzsze] operacii dopdty, dopdki :?1 nie
réwna sig @ , Uzyskany w ten sposdh zbiér MY stanowd pewne nie-
redukowalne pokrycie obrazu L)

Paremetr A |, ¥tdrego wartosé jest réwne liczbie krokdw wykonga=
nych w ezedei II, okredla makeymalng mozliwg rdanics miédzj‘ moss
otrzymanege pokryeis & mocs pokryeie MW{1) . Parametr & ewigkaza
#lg pe wykonaniu czgdel Il o sums ziosonodei okredlonyech w  fej
czgsel quesi-ekstremsl. Paramebr ten wyraza wiee makgymalng mozli-

72



wa réenlee mlgdey zrozonofcls pokryois NE® a zxozoncéciafpckrycia
M(T) , Paremetry A = A/¢ 1 5w_= §/z cezacowuja meksymelng
wzgledng vdénice w liczbie slementéw L w zkotonodecl migdzy pokry-
eciem MY a pokryciem M(T) .

Pokrycie md s ktdre uzyskuje sie w wyniku realizagji algoryt-
ma A% , nazywa sie pokryciem guasi-minimalnym obrazw T(f) i oz-
nacza eig symbolem HMY(T) . Zgodnie = powyzszymi rozweianiemi po-
xryeie M3(T) spelnia nierdwnefei (3.12) i (3.13).

Jegli powtdrzyé mlgorytm A% wyblerajac z poszczegdluyeh guiazd
inne quasi-~ekstremale lub inne zespoiy (ma prayktad cespoly o naj-
mniejaze] siozonodei) albe fez przyjmujge imny porzadek ckreslanie
gwi&zd-foqucznych (na przyk¥ad przez rozpoczgeie algoryimu z inw
nego pola), paremetry A 1 8§  mogs wypadé mnlejsze. W Yen sposdd
przez powtarsanie algorytmy Aq mogna wzyskad poprawlienie wyniku,
Wykonywanie tego rodzaju préb jest celowe wiedy, kiedy "koszi'" ich
wykonanis (ckreslony ma przyklad czesem pracy meszyny cyfrowe]j)
jeet wyrainie mniejeszy niz "etrata" (okreflona parametremi A 1
E ), juks mozsmy ponledé przez przy]scic rozwiazania przybliZone-
go zamiagt rozwigzanis minimalnego,

W praypadku gdy A =0 1 &=0Q, pokrycie quesi-minimalne
M(T) Jest réwne polkryeiu minimelmemu M(T) . Warto podkredlié, ze
gdy A £ 0, &# 0 pokryeie MI(T) rdwnies moze w rzeczywiss
tofel byéd réwne pokryeiu M(T) , lecz informacja, Jska posiadamy
pozwala nom stwierdszi¢ Jedynle sIusznesé nierdwnosei (3.12) 1(3.13).

Przy veelizacji algorytmu A% mozne, zasadniczo bilorac, nie
wykonywad ¢persec]i okreslania Jadre pokrycia uo o W tym  Jedndk
przypadku moke zdarzyé elg, Ze nlekidre gwiszdy zrodziny  gwiazd
rozdacznych bads ek¥adsiy ei¢ o ekelremal Jadrowyeh., Wybierajac =
tyeh gwiszd guasi-ekeiremale, wybiera ele tylke jedng ekstremals
Jadrowg % kazdej gwilasdy, pozmostaie wige badziemy musgiell wybragd
realizujgc czgdé IT algorytmu. To spowoduje odpowiednie zwicksze-
mle perametréw L i & , mimo ze weszystikie te zespoly jake jadro-
we bgdg zawieraé elg zardwno w pokryeiu MA(T) jak 41 w. pokryciu
M) .

3.7.2. PrzykZad realizacji algorybmns

Przyk¥ad 3.4, Okvesdlid pokrycie MI(T) obrazu T(F) tunkejs
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= o
T=250,2,3,4,6* ¢
Funkeja symeltryczna S 2,3,4,6 posinda makpymelns liczbe pros-

tych implikantow, jaks moze mieé funkeja 6 zmiannych e mi&nowicie
92 proste implikenty (zob., pkt 5,1.3). :

D 2 i 4 5 8 7

& 51 21 lar - aaler 44[20 32

gl 22+250 - |32+3slq2 [ 1575 1 )

23 26 183 38|43 45 g’g 3

51 -salar a2y Blo 3 B 97l st

8 §2 + 55162 + 85125 | 62 32'!‘?53:5 15:44 [ 74|37 | &1

=l 53 . 56|62 gelsr 63|73 7slil 55|81 75 lat 71
52 : 2 £4

81 galer 99ipg  Hor mel37 L9 T2 g

g 3?+ &5 92 -+ 95128 | g2imz+m5158 | 12lde |ig4|532 | §1

. 33 86133 36 g; 43\m3 0851 103 g,-f 0E|l42 w1

me dlde i1gs 49|20 &2 7’3' 75139 atlag ge

24 11,-24—115 g 1;:,.; gg |;;,3 52 | 92|7 faz f§3 54 | 152|164 | 16,4
' e ot 1 5 a5 3
o 172 ﬂ,s§ 942 62 1t he MEliz zine #3
51 waler gaizd Blur 14|22 ;:E,’f,;s ;}fzs 121
32 12,2+ 1251132135095 | 152|m24m5 1) | 12|46 | 144133 | 134
123 128|183 126 1@1 fa’a H3 146 121 143 ?'3’,7 M’s 43 1|

124 134
51 154 3’15’ VA gf ;ﬁg 2-5_ 227 lss azalas 194
a0|52+155| %5 1757| 85 | 123|53 1132178 | 15355 | 42|65 | 144
153 ;551212 :54;3‘,3_ 53|63 151 f;;g %673 152|715 153

Xz ! -
51 169 é?? 7ilds #9126 malpE Wl 1z5[as 195

48|82+%5\48 | 2|7,

5
; 98| 153 83 | 15,8] 1% lm 85 | 13|45 |15
83 166 fg,s %4 fg 165199 161 74’ £lma 162|ms 183
Xz .

e |E ;§§ 568 126|668 13,8 76‘ 6 i1
5611 is irss 86| 154196 | 155 166 ms
ré Girgd 15|15 185 16 156

X
X -

*q
sl : ' ]
Rys. 3.20. Obraz funkeji 56 A ¢ Do zrealizowaniu slgorytmu B
0,2,3,4,6
Zanim przejdeziemy do realizac]i algorytmu 4% y TOZWEIZIMy moZili-
wosed ckredlenia pokrycia minimmlnego M(T) obrazu tej funkeji ns
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podstewis algoryimu A" 1ub glgorytmn algebralogicznego Petrica“
(tj. za pomoch funkeji P ~ rdwn, (3.9)). :

Obraz T(f) po zrealizoweniu algorytmu pomocniezego z! przed-
stawlono na rys, 3.20. o

Pola, dla kibrych generowano gwiazdy rozlaczne, oznficzono zm&-
kiem + ; pola, ktdre zmienixy wartosé z 1 na_ﬁ prazekreslono.
Zespoky L1 A =‘{e } i L17 1= {esj} tworsg  jadro  pokrycis,
Otruymany obrez jest obrasem oyklicznym (slgoxytmy 3% - B° , jak
%atwg zeuwaszyd, nie prowadzg do jego uproszczenia). Okredlenie po=
kryeis minimalnego wediug algorytmu FPetrica wymagaoby wymnozenia
przez miebie 30 czionbw G-elementowyeh 1 20 cziondw 9?elementowychl
pr2y Jjednoczesnym stosowsniu praw poch¥aniania (niewykonywanie U~
proszozef wynik&j%cych % praw pochanienia prowadziZoby do otray—~
mants 6°°. 5202 10%3. 107% & 10" sx2eanikéw w dom.w. Punkeji
p ). Nastepnie droga przegladu nalegaXoby wybraé skadnik otrzyme-
nego d.n.w. odpowladajacy pokryciu mipnimelnemu, Wykonenie tych ope-— =
racjl wydale 'sig niersallzowalne nawet na bardzo szybkie} maszynie.
eyfrowej. Réwniez zastosowanie metody Lawlera /14/ (najrnowsze] zna-
nej metody, kidra mozna by w tym prezypedku zastowowsé) nie prowa-.
dzi, jak wykasuja orientacyjne rozwagania, do wyraznego zmniejsze-
nie lliezby operacii, :

Prozy zastosowaniu algorytmu € mnalesakoby okredlié skladniki
Pi d.n.w. funkeji p% , ktérej k.n.w. zawiera 15 czXonbn 6G-ele-
nenfowych 1 20 cziondw 9-slementowyck, Nasigpnie nalezaloby qb11~"
tzyé dla pich parameiry A 4 1 znale#é wsréd nich wminimalny, ktd-"
vy umogliwltby okreflenie pokryeis M(T) . Jedli  skkadniki P §
okreflaé kolejno i dla pewnego P paremetr A = 0 , %o okresla-
nie dalsesych skisdnikdw byXoby zb@une, peniewaz pekryeie E(T)le
okreglone jak w kroku 5 elgorytmu ¢ , bedzie pokrycien:minimalnym
Ze wzgledu bowiem na jednskowe rozmiary zespoidw maksymalnych kasg-
dy inny abidr ﬁi s @la kidrego Ay = 0, bpdzie miat takq semq
z¥osonosé Jak zblin ‘p

Mimo %e sposéb ten daje mozliwodé uzyskanla dodé znmcznej re-
dukeji bezwzgledne] liczby cperacii, to jednak jest rdwniez zbyt
pracochzonny {(przy zaXozeniu, Ze nie 2ajdzie korzysiny przypadek
znalezie;.ia gktadnika Pm na poczatku procesu ckresdlania sk¥adni-
kdw Bi )s

Wylkonajmy algorytm 4% | Ka r¥8. 3.21. przedstawiono cbraz T(IL)

5-



wraz 2 paznsczonym pewnym pokryciem guasi-minimalngm
réwpowaénych-quasi-ekstremal wybierano takile, aby sume numerdw pdl
‘pedseyeh ich elementami bya minimalna).

El(T) (2

gL ! z 3 1 5 & 7

:;\ [/Q;\ (q;\ T?%} /’TSW

L ORURIL

D510 =iD|iS1O,

G OO L

1 (FREIIETC
— ek == "r__\ = |

ol (4 (O Dt&)ﬁjd

3 DD @

Rys. 3.21. Pokwyeie MJ(T)

Pokryecie M?{T) sklada sieg z 18 zefpoléw maksymalnych, prey
czym A=1, & =4 ., Zeopoty I , 15 tworza jgdso
quasi-eketremale okredlona w ezgscl IT algorybmu zazpnaczono 1linia
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przerywana., Liczby wpisane obok znakéw + wskazujg kolejnedd go-
nerowanie gwlszd rozXacznych., Pole e& F1 pokrywsne przes inne
zegpoly Gane] gwiazdy rozizeznej (tj. pola Gu(ai)\ Ly y &dzie Iy -
- wybrans z danej gwiszdy quasi-ekstremala) oznaczono kropka.
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Rys,. 3,22. Pokrycie m%(T)
Ha rye. 3.22. przedstawiono obraz T(f) 2z zaznaczonym  pokry-
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ciem m%(m) , ktdre otrzymano przez wybdér pewnych Innyeh nif po-
przednio quasi-ekstremal z gwlazd rozigcoznych (w dwu przypadksch
wybrans zespoly nie hgdace ghasli-skstremalemi), Pokrycie to sktade
sig z 17 zespoXéw makeymalnych, przy ozym A =0, & =0 , Pokyy-
¢le rq(T) Jest wisc pokryelem minimalnym, !

I powyiszego praykiadu widad, fe reallzacia algevyimu Aq Jest
bardzo prosta; wymaga stosunkowe niedugej iiczby operacgi oraz
niewlelkiej pojemncdel pamigel prey realizagjl maszynowei, Konmlecz—
ne jest tylko pamlgtanie zespoldw jadra pokrycia, kolejno okresla-
nych quasi-ekatremal orasz informsceli pozwalajaced odrdsmié pola
zhiorn F1 pokryte przez zespoky okreslonych do- darepo momenti
gwiazd rozacznych od pozostaiych pdl tego zbioru. Informacje taka
zapamigtnje sig przez snacznikowanle odpowiednich pdl zbioru F1
(znacznikowenie +to wylkonywano przez wpisywanie kropsit).

Prey realizacji maszypowe] znacznikowanle pél zbiorn ol mo%e
byé wykonens w sposdb bardzo prosty. Nieeh (1) oznacze wartoid po=~
Ia e €F |, Kidre jest omnacrone znacznikiem, Wartoseiom 0,1, (1) ,%
pol mosna praypisad nasigpujqce dwnpozyoyjne liczhy dwdjkowe:

0 - 00
1 =01
(1)- 10
% 11

Poniewas zapamigbanie trzech wartodei pdl wymaga dAwdeh bitéw pa-
migei, wige enacznikowanie pdél w sposdb podany wyze] moZze sig od-
byé bez koniecznofci zwigkszenie objetosel zajmowanej pamigel o w
meazynie eyfrowe]j,

lony przykiad realiszacji elgorytmu A% podano w  vamach pray-
ktadu 4,2,

3.7.3, Zastosowanis slgorytmdw A% 1 49 w przypadku ogdlnie pow
gigwionego problemu pokrvela

Zaoimy, 3¢ w tablicy logleznej nis wyrdinia ale osi emiennych

Xir Fgy evey %K, 5 leez trekiuje sie ja jako zbidr 28 pé1 €

ktdorym przyporzadicowanc numery fr{e ) . Liegbz n jest +u Devng
cltrediona liezbgy naturalna,
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Klech dane jegt odwzoreowanie £ asbloru N = {b,1,2,...zn-1} 5
zbior {0,1, :R'f t

T N— [0;1r*]

Przyplsemy kezdemu polu e, bablicy wartcdd (¥ (35}}'. Ebidr
wozyetkick pol tabliey wraz 2z preypiganymi w powytery sposdb war-
todciami ze zbioru {0,1,%} nazyws sig obrazem W) odwzorowania
£ ., Symboelsmi Fq, Fﬁ‘,_Fo oznaczy eig jak povrzednle zblory pol
o wartodciash odpowiednio 1,%, O .

0gdlne sformutowanie problemy pokiyeia polega na odnigsieniu po-
jgci& pokryecia (definicje 3.1) do obrazu odwzorowamia T(f) . Po-
Jecle zeppofu ulega tutaj zmianie,

Dana jest funkcja ¢(E;) odwzorowujace rodzine podzblordw pél
By sepeinizjgeych warunki: E,;%= Plur® v By F1 = @ ,wzbisy {1,0}.
Zbiory Ki takie, Ze @w(By) = 1, nazywa cig zespokemi w obrzzie
T(f) . Punkejs ¢ Jent okredlona i niezmienms dlaz katdego kbnkret.
nego sformuZowaniz problemu pokrycia. Zespoly intverpretuje siz ja-
ko zbiory pol, kidre w zalefnedei od sformufowsnia odpowiadajsy na
prayk¥ad funkeji logicznej realizowalne] na jednym funktorze (a
wige konlunksji - przy syﬂtezie dentaw. ; funkejl progowe] - peoy =yn-
tezie wyrazed dysjunkeyjno-progowych itd.), zbiorom  Punktorow
miegzezacych sig na jeﬁngj piytce = przy sformutowaniy odroszasyn
glg do optymalnego romdziazu funkfordw ne pytki ito.

Kazdsmy sespoowl E, noznma przypisad vewny liczbg neturalna,
dazywana zZosonosciq z(Ei) , kEtéra wejdzie jeke  skiadnik proy
okreslaniu zosdanodct pokrvycle zawlerajgcego ten zespdk (definisis
3.2), Erozonesd moie ne przykiad wyrazaé llezba wejdé ne Tunktor
realizujacy funkejs loaiczna odpowiadejaca temu zesspoleowil, Tak wige
pojecie pokryclis minimalnego NM(T) moZe pozosiad bez zmisny (de-
finicja 3.3).

- W slgorytmech AR 4 a8 jedyna operscja, ktdra zaleiy od kon-
kretnego sformutowsnia problemu pokrycia, jest cperacjs gensrscii
gwiazdy G(e) pdl efeF1 o Megoryimy te mogg wige bydé zZasiozovzne
do rozﬁiazania dewolnego problemu pokrycia, jesli tylke jest znany
algorytm gemeracji gwiszd G(e) . Adaptacje algorytmdw VI
de konkretnsgo gformutowenis problemu polspga zabenm na znalesieniu
odpowiedniego algorytmu generacji gwiazd., Znajse interprefzcjz po-
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Juweiam Zegpoin dly dsnege sformnZowanis taki algoryim mozne sawsze
akonsrraoned, -

3.7.4. Charakterystyka elgovytmu 4%

Coeenie omdwimy krdtke najisbtotniejsze wiasnofel algorytma AT,

T« LAlgozytm A% dostaresa proyblizons rogwiazanie probvlemu po=-
krycla wraz = oszacowaniem meksymalnsj réznicy migdsy otrzymywanym
vokryciem IK*(T) & pokryciam E(T) , wyrazane] liczba elementow

A i z3ozonodels & .

2, Poniewa: pokryeie LI(T) skiada gig z quasi-ckeiremal, kid-
re sa lokalnie optymwelpymi zespoemi wybranymi 2z  poszozegélnych
gwiazd, wige moZna sig spodziewad, Ze pokrysie to bgdzle 2 reguly
zblizone do pokrycie minimalnego M(T) .

¥, Posiadanie oezacowania w postacl paremebrdw A i & wmov-
liwie stwierdzenie, kiedy pokrycie guaei-minimalne EU(D) pokrywa
sig z pokryciem mindmaloym (1) (gdy & = Q, & =0 ), o umoilis
wia peoszukiwanie pokrycia minimalnegs przez powbarzanie algorytmn

2

4, Realizacja algorytmy A% nie wymagse gensrowenia wezystkich
zespoldy makeynslnych w obrazie T(T) y generuje sig tylko zespoXy
nzleiace do gwizsd rozlaczanych i tylko do rigktorych gwiazd zaleg—
nych (ten ostatni proypadek zachodzi wéwezas, sdy realizuje eaiz
ezesé I algerybmu). Po kazdym kvoku gevieracji gwiazdy rozkaczne]
pamigte si¢ tylko wybrans quasi-eksiremalp orsz snscznikuje pola
Zbior 'F1 pokTywans praez pozosiale zegpoty te] gwiazdy. Znacg-
nikowenie iakie, jak sokazano przy omawianiu przykiadu 3,4, mie wy—
mege zwigkszenia pojemnodei wamiscd maeayny cyfrowej realirufacej
algbrytm.

5. Stosowalnodé elgoryimy A% Jest ograniczona przede. wezyst-
kim wezlivoSciami zapamigtania obrasu T(£) vraz genenenania gwiazd
G{e) . Prezy realizacji maszynowed algorytm A moze byé stosowany
arey duSed lisgble smisnnych.

Warto dodaé, se algoryim A% mozna zwodyfikowad w ten gposdl,
by realigowad o nis na podstawie obrazu T(f) y lece wyiacznie ns
sodstanie zhioréw S 1 9 0 | Oznscza to, #e moina go reslizo-
wel bez konigeznogel pamlgtanie zbioru $P » ktéry w przypsdkach
funkeji duzed llczby emientiych posisda duza moc (w obrazis n(L)

4y
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ghidr ten pamigtany jest Jako waritodé poczatkows 2mlenne] F")}
ﬁcayfikacjé powyssce oplera eig na zastosoweniu algorytmu Gz PRIy
generacji-gwiésd. '

Przy resiizacli rgocznej algorytm A% moze byé wykonany  bez
wickszyeh trudnodei dla dowolnej funkejl do 8 =zmiennych. Autor
znglaz za pomocs algoryimu a4 pokryeie minimalps M(T) ohrazu
funke]i 8 zmiennyeh L =- Sg 1,3,4,5,7,8 °* posiadajacs] maksymalng
liczbe prostych 1mpllkant0w, Jakq moze posiadad funkeja & zmien-
nyeh, to jest 576 (zob, pkt 5.1.3 oraz Dedatek)., Pray rozwigzywa-
niu tezo preykiadu metodsy Quine ‘a-MoClaskeya otrzymuje sie eyk-
liczng tablice prostych implikantdéw o rozmiarach 560 % 182 ,

Bwentusalne ulepszenie algoryimu A% wymagéa wyjadénienia nlektd~
rych nie podjglych w preaey zegadnied. Do zegednied tych  nalezy:
okredlenie wiasnodeci obrazu T(f), kbtére majs wpiyw na wiekszg
Iub mniejsza wartosd paremetoow A 1§ , zbadapie rozktadéw mocy
rodzin gwiazd roziaczoych otrzymywanych w wyniku rdinego porzgdiu
wyboru pol przy realizacil algorytmu oraz zbadania warunkéw ist-
nienia rodzimy gwiazd rozigeznych posiadajace] moc révng moey po-
kryela minimalnego.

4, ROZPOZHAW%NIE SYMETRIT FUNKCJI LOGICIZINYCH
4.1, Uwagit wabgpne

W niniejezym rozdziale eopisano meifode rozpoznawsnia symetril
funkejl logicanych polegajaca ns zastosowaniu pojgcle obrasu funk-
cil., Heteda ta umozliwis rozpoznawanie catkowite] 1Llub czgsciovej
symetrii funkeji wzgledem liter zerbwno w prazypadku, gdy Funkejn
jest okredlone calkowicle, jak 1 w przypsdku, gdy Jest okredlona
czgfciowo. Podanc rdwnlei spoeddb sasitosowania tej metody wbwezag,
gdy funkcja jest wielowyldeiowa,

Zanim przejdziemy do opisu metody, wprowadzimy pojgcie relacji

6 &
no, Jedli X o= xkk ,xll jent zbiorem symetrii funkeji T, to

rt 61, §
zgodnie z definiejg 1.4 - litere xkk mozne wymienild 7 liters xll

i olwrotnie, bez zmisny funkeiji £ , jefli funkejas I jest satlca-
wicie okreflona lIub, jesii funkeja T Jest csysciowe okreslons,
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bez zmigny pewnyeh funkeji f;' w zbiorze ©(F) ., Zbidr tych os-
tatnich funkejl bgdziemy osnaczad symbolem .§k.1 + Belacjis mdwig-
&y, 6 Rk
g, Ze litera xkk jest wymlesna z 1itera Xy7 berz zZmiany Tunk-
8 .51
eji £, zaplsuje slg jsko (xg Xy )f . Jedld funkeja T jeat

. & 6
gzodolowe okredlona, to proer zapis {xkkh.xll}f rozumle slg, Ze
zZhidr ék 3 e jest pusty. Jesli zbhilor ék 1 zostanie konkret-
’ »

& g -

nie pkredlony, fo plaze sig (xkkhuxllj Gy + Mozpa Yatwo wyka-
= . ¥

zeé, Ze relacje ~s Jest zwrotne, symeilryczne i przechodniz, przy
oy w przypadku, gdy Elpﬁ @ , przechodniofé zachodzi w seneie:
sk Gm
b R I A (% ~ ) = (7, ~ )] 4010
(% 1)@1-:_’1 (g ~ =y d:'l,m ( k *n ‘Pk’ln @"1’;&

. . & &
Jedli zbiopem symetrii funkejl £ Jest zbidr .K=£z11,....xmm},
to relacis wymienmnodel 1iter w dowolne] perze liter zbioru X  za-

| 6, &, 6,
plauje Bi? jakﬂ (qu L x2 N I}!l )f .

4.2, Rozpoznawanie symeiril funkeji ealkowicie okreflonych
4+2.1. Rozpoznawanie caikowitej symetrii funkeji

Pana funkcje f(x1, toidsy xn) Jest catkowlcie symelryczna, jes-
11 jej zbidr eymetril o najwigkszej mocy, to znaczy zbidr ¥, po-
siada moc rowng 1 . Bprawdzenie calkowitej Bymetrii opiers sig¢ na |
nastepuigeym twisrdzenius '

Twierdzenie 4.1, Warunkiem konlecznym i dosiateceznym, by dans
funkeja f(x1, weay xn) byza funkeja catkowicle symetryczma, Jjest
istulenie clagn 6= ( 6y 65y »aey 6,) , 65€ {0,1] , takiemo ze:

ié {2., iides n} ’ ('x.leii)f {4.2)

Dowéde Do st atecznosd ¢, Wynika bezpogradnio & fsktu,
¢ relecja jest przechodnia.
Kenteocsznosd ¢, Zgodnie » twierdzeniem 1.2, Jefli bidy

AT /4

. G 6] | _ ) -6 1-6,)
Fq1Ep ey Xy | jest zbiovem symetrii, 4o sbidr ¥ %,

.
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jent rowniei zbiorem symetrli funkeji £ . Dlatego, Jesdli funkeja
jest cazlkowicie symetryczna, to musi ietnled zbidr symeirii mawie-
rajacy liters Xy Zuohmy, Ze Tunkegja °© Jest cakkowiede sy~
metryczna & ze zgbidr X = {xT, ng. A xin} Jjest je] zbiorem my-
metril, Wowezas elag ( 05y ».es 6,) Jest clagiem o posadanych
wiasnosolach. Q:E.De

Tetwo zeuwazyd, Z= twierdzedie 4.1 Jest shuszre rdwni-2  oray
dowolne] permutacji indekadw 1-5{1, cojey n} liter zii . Z twisr-
‘dzenia tege wynlka, Ze aprawdzenle paikowlite] symetrii_moZna SpTO-
wadzid do sprewdzenia symetrii wzglgdem okresSlonych par liter, Mi-
nimalae ilesé par liter do sprawdzenia wynogl n - 1, maksymélna
zad 2(m - 1) .

Rozwinmy fubkels f{x1, very xn) wzzlgdem zmiennych % 1 %y
KL &1y wuey W}, AL

== a0, = 1 .—,.2. e pd
f(xT,...,xn)- xkxlfk,lv kalfk,lv xkxlfk,l‘Jxkxlfk,l {4.3)

gdzie

£ o

% i 5
5,1 = FEp e m @ T e Xy O Xy qeeen®)

i=0,1,2,3, 1= 2:.;; + “’i

Twierdzenle 4.2:

; 5% _S5 -
A. Relscja (m ~x)p, gdole 6, =6, , 6,,6,¢€ {o,1} , za-
chofzi wiedy 1 fylke whedy, kledy '

£l

A

2
1= %1 (&)
_ 6 61 _ _ ;
B. Relscja (% ~%")p , gdzde 6 # 6, , 6, 6, € [O,H-. GE=
chodzi whedy i tylko wiedy, kiedy

0 .3
.1 = Tk, ' (&)

Dowdd:
4. Jesli werunek (&) jest speiniony, to przeksstaicajsc wyraie-
nie (4.3) otrzymuje miev '
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- .0 S s e B 3
TXyreens ®yd = B D 0 VIRV 5 500 jvxex L

o xk’xl
XaFy xl,

& E
nie wmieniajy funkejl ¥, co jest rdwnowasne relacji (xk 2 )f,

gay G = 8y o Je#li warunek (a) nie jest Spekniony, to powyﬁsza
{ permutacje smieniajq funkejg 1, co dowodzl koniecznosd warunkn
{a) .
Bd. Czgsé B dowedzi ale analogieznie. R.BE.D,
Warupki (a) i (b) twierdzenls 4.2 mogs byd ratwe sprawdzone na
podstdwie obrazu D(f) ., Obrasy T(fi 1) i=0,1,2,3, sq:qkres-
lene przez podzblory obrazu T(Ff) aklaoaagce sia g pél zbipréw

Z otroymansgc wyreienia wynika, e permutacje

o =3xS, '), edsie 26l 4 6} = 1 . Takie podzbiory obrazu

ke

T(f) ounzczd gig Ti 1(E) « Werunkl (a) % (b) ea rdwnowazne rele-
b |

¢jom Té l(fj ) T2 1(f) 1lub Tg l(f}

st

Ti.lcf) y gdzde przez pe-

lach 2 rozumie gleg, ze oaucw;adaj@cn_13 gobie pold w obrazach
?k 18 1 mk 2(£) 1up 2D FICIE! mg 1(£) posisdsia jednakowe
wartoéci Jeeli warunek (a) Jest spelqlcny, to méwl gip, Ze zacho-
dzi symetria pierwszego rodzaju, & jedld Jest speiniony  waprunek
{(b), méwi sie, Ze gachodzl symetria drugiego rodzajn wzgledem pary
Zmiennyeh {xk, xl} "

Ka rys., 4.1 przedstawiono algoryim B sprawdzenia, ozy funkcja
£ Jjest ceikowicie symetryszna; podstawy jego sa twierdzenia 4,1 1
4.2, Symbolem X ozneczono zmiénna,-ktﬁrej_w&rtcéd po zakodczeniu
elporybme jest zhiorem symetrii IO 0 meey B{E@}-=:n y Jesli Punk-
cja jest catkowicis symetryczna.

¥ ogolnym przypadka funkcja f moze posiadad spersg azlterna-
Sywoyeh zblordw aymetrii X v d = 1,8,..0 , pdnigeyeh sis tym,
Ze pogzczegblne zmienide wys*enuja w nich alboe w pestaci xi » 8lbo
w postacl =x; . Aby okreilid wezysikie zhiory Xm s nalezy spraw-
dza¢ dla kazﬂej pary smiennych {x1, xi} P L[Bi vee I, ZETGW=

i i
) Pruzez odpowiadajsce sobie pola w k 1(f} i Tk 1(f) y 2dzie
odpowliednio i, =10, i2 = 2539, rozumis gle oanowiadajgce sobie
i i
1 1 B 2

pola w zespotach E (definicia 2.12),
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ne warunek (&} jak i werupek (b). Znsjac wezysthkie pary lider sy- -
. :

mebrii |x;, % 1Y, 1 22,3, ..., deighl proschadnioder selscii ~

mozns katwo okreflié zbiory x?-.

(start

[ Okreslenie obrazuT(F)|

Xi= L}
[:=2

Funkefa nia
Jest calkowicie
symetryczna

Rys, 4.1. Algorytnm B

@ przypadlcu rocznej realizacjl elgorytmu wygodnie] jest pizyjiad
inny niz w algorytmie 8 vporzadek sprawdzanig aymetrii wagl zdsn
par zmlehnych, & misnowicie: sprawdzad symetrie kolejno dla par:
e R E R R TRV Il - P
1};3,_ "_Enf‘ﬂ +‘i} y e x@[a-] .x{n/,g] 1§ = ¥ tym praypadku sbiory
pél, ktorych wartofel pordwiuje sip dla sprawdzenia eymetrii, a3
ugytuowene w feblicy logiczne] w pewlen charvakieryatycsny 1  Zatwy
do okreslenia sposdb. Ne rya. 4.2 zasznsczono te abiory pdl w pray-
padku sprawdezania satkowite] symeirii funkeji & ziiennyeh.

i
Pig
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Ha podstawie okreslonyech par liter symelrll okredle sig zbldr
> L

4.2,2. Okreslanis zhioru e-~lndeksdw funkoeji cadkowicie symetrycs-
nej.

Jefli funkeja f jeet calkowicle symetryczna, +Ho moZe  byd
przedstaniona w vostaci £,(x) , gdsie X jest zbioren symetrii,
4 _ zbiorem a-indeksdéw, Stwierdziwszy za pomocs algorytmu £ , &e
funkejs £ Jest earkowliaie symetryesne, wamy réwnisz  okredlony
gbiér % . &by okreslid funkejs BA(X) = T , naleszy wiszc znaledd
zhidr & . Do tego ponoens jegs

Twierdzenie 4.3. Jesli £ = &} , to zbidr e () Jest zbio-
vam waryatkieh pdl e , ktdrych wagl §(e)ea .,

8 =
Dowdd. Niech 4 = {a.hy 4 g+ Jefli T =8, te £=)/ 8% |
_—— =lgeany ] cl

Funkeja 52 posiada Cgk sktadnikdéw, z kidrych kaidy zawiera &
k

Liter typu =X, oraz n - &, liter typu Xy « Kasdemu skiadnikowi
odpowilada cigg Sij
tem - sgodnie z definiecjg 2.5 - wagl pol odpowizdajace tym oclagow
sa réwne &{e} = a, , Poniewas funkeja f jest dysjunkeja funkejl
S. 5 wiee zbidr bl sklada iz ze wezysitkich pdl e ,  kidpyeh

zawlerajacy 8, Jedymek 1 n - 3 zer, za-

wagl d(e)é€Ad . Dy s
) o LA
ATk
P T

2N T2
cr sl s,

PRl e

3]
Obrasz funkeji 52'3 -f%;fﬁ* 3
Xa - 35/
X3 . "?/
Ky Az s

Tla zilustrowanis twlerdzenia 4.3 na vys. 4.3 prasedstawlonc ob-

a7



raz funkedi Sg 3 (pola sbiory T zakreskowano).

Dzigki nowyzézemu twierdzeniu okreslenie zbioru A , w przypad-
ku gdy ebidr symetril X, = { Y sy xn} s moZna sprowadzié do
wykonania nast@pujacych czynn3301-

1) ckresienia pewnego minlmalnego zbioru pdél E = {ei
kiego, %e wagl J(ei} =1, to Jest wyemerpujas zbidr { + 1y eoe,n}
wnazystkicl modldwyeh wartodel indeksdw' 8 3

2) gprawdzenia, ktdre pola e; mnaleig de zbioru F' g Jefli
ey'e p! » B0 8y = 5(e JEL .

! Yoine iaiwe wykazad, 26 = B UE, , gdzie By jest zbiorenm
P61 iablicy loglcznej o namsrs ch T{e) = 24 = 1 é =0, 1,u 2 n-[n/d ,
a B, Jest zbicrem pdél o numerach ?fe) g8e [n/ k =
=1, 2% vony [@/ﬂ . Pole zbioru E majg wagl odpowiednxo d(e)=
=0, 1, «vay n - [0/8 , a pola zhio“u B, meja wagi odpowiednio
dley =n - /3 +1,n - /8 « 2, ..., n . Zbidr By, Jest ze-
warty w zbiorze E(x1, vesg T 5/ ) » to jest w zbiorze pél lezg~
eyen W gdrnaj skrajnei warstwie fabliey logleznej. Zbidr E, jest
zawarty w zblorze “{x[hfa s eees Xy Yoo to jest w zbierza pél
lezgeyeh w prawej ckrained kolumnie tabllcy.

Na rye. 4.4, zasnaczone zhidy B = EhLJEv w tablicy logicanej
6 ‘zmlennyeh,
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to znacz;y litvere zanegowanyg xi « Aby nbecny prz;g'pa.dak spro-;"é‘
wedzié do poprzedniego, mozna by ekonetruowad obraz. p'(£) akl_a-_*
A daja,ey sie z.p6l tablicy logicznej o oelach xi o Lot oL

gdzis xi' = xii . Obraz ‘J}_(:E') mozna atrzymaé 2 obrszu T(L) przez
kolejne przepunlgcie.dle kazdegs "y +takiogo, Ze G =0, zbloru’
»él, kidremu- podporzadkowans jeat litera xi » DA mie;,nsee zbioru -
pél, ktdremi przyporzadkowans -jest litera xi ‘1 odwrotnie,

Dia okre$lenia zbioru A nalezy zbadaé wartodei pél zhiOru B
lezacyeh w gdrnej skrzjnej warstwie i prawej skrajnej kolumnie oi-

'razu T(£) . Dlatego wystarczy POWYZBZQ Praneformacje wykonaé wew-"\__.
: 1-a
ngtrz zbloru H = B(xq 5, sasy ZF"@) dle zanegowanych liten

'_xieX gdzie [/2] + i=i=n orasz wewnaﬁrz zbioru V= r.(x serey X n)

= /2] + 1, dla zanegowanyeh liter xiex, gdzle Tgie;[nfzj
zbiory tak otrzymane beda lezazy w gérnej warstwie i w. prawej -

kolumnie obrazy T “t£) . ze wzgledéw praktycznyeh =z dwdeh 1ré'w’_rx'10-'
1-6 -5
wainych zbiordw liter eymetrii: X oraz X = ! 1, vers Xy Dt
wygodnlej jest wybraé ten, ktéry zawlera mniej liter typu. :'ci
Preyk¥ad 4.1. Sprawdzié, eczy funkols f(x.l, cavy xe) s kbdrej -
. obraz ML)} przedstawiono nsa TYH. 4.5, jest catkowiels Bymetrycz-

ns i Jesli tek, to okreslig funkc;]e S,(X) =1,

Bys, 4.5. Obraz 1(f) SN AEN l
dla praykiadu 4.1, X '
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Wykenujémy algorytm & przy wyzgliednieniu modyfikesejl wynikiej

z przyjgela porzadku sprawdzenis symedrii wzgledem par zmiennych
(wygodnego prey jego rgeznej reelizacji), to jest pordwnuienmy war-
todci pbél zbiordw praedstawionyeh ns rys. 4.2.

2 s
T1’4(f) - nie

1. (8) T?i'4(f)

(b) 19 ((2) 2 07 ,(£) - teky X = fxpa%y)

PO

5. () T} ,(£) 3 15 () - tek, X &= {x,EnEnFu%%] .

Réwnowazny sbiovowi symetril I Jest zbhidr
X' = {5&1’ x2’ XB, qu, }-55, x6} "

ktéry wybleramy ze weglgdu ne mniejeszs ilosé liter X, . Okreslamy

zbiory E = E(x1, x2, x ) oraz V = E{x 3 xs, x6) (zab, rye.4.5).

Po dokonanmin transformaaji zhiordéw H i v, jak pokerzano mna

rys. 4.6, otrsymuje slg & = {2,3] . Tak wigc =8, (X°)=5, (0.
» ]

4.2,3. Rogpoznawanie czgiclowe] eymetrli

Furkeja f(x 9 ey Xy ) Jest funkeja cozgdclown aymetryezng,
Jedli 1::3(Xm}::n a Okreélmy maksymaln@ liczbe e{n) réznyek moi-
liwyeh zhiordw symeirii prey denej lieczhie zmiennyeh n .

Kesdemu zblorowi symetrii X mozna prazyporzgdkowaé clag A =
= (81’ “-sagy Bn) gdzie

Qy Jesli ii=€ B4
ai-='1, jesii x, € X
2, Jeéli X nie zawlers ani ¥, , ani x;
i‘ = 1; w3y n

Roznych ciagow 4 mose byé 3" | Ponilewaz zbiory X 85 ¢o naj-
mniej 2-elementowe, wigc
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s(n) = 3% - (20 + 1) (4.4)

W #blorze wezystklch s(m) zblordw X moZna wyrdiznid a%(n) =
= 2(2" - n = 1) podzbiordw, w ktérych wszystkie ILitery saq albo
prOSue, albo zansgowane, Ne rys. 4.7 pndana tabelke wartedel a(n)
1 &(n) dls n= 2 seng 12

n 8%(n) s(a)
2 2 4
3 a 20
1 ng T2
5 52 232
6 114 716
7 240 1172
8 494 | 6544
9 1004 19664
10 2026 | 60050
11 4072 1180450
12 8166 1541350

Rys. 4.T. Tabelka wartcfol
g®(n) 1 s(z) dle ns= 2, ,.., 12

Wartosei s(n) 1 g%(r) dle n =12 mosna *atwo obliczyd we-
diug wzordw:

8(n + 1) = 3(s(n}) + 4n i (4.5)
s%(n + 1) = 2(s%(n)) + 2n (4.6)

Jak widaé z powyzsze] tabelkl, udzial zbiordw zioionyeh wykacz-
nie z liter presiych lub zanegowenych w zblorze wszystkieh zbiordw
symetrii meleje ezybko wraz 2 n 1 przy n = 12 wynosl jui tylko
ok. 1,5 % . Dominuia natomisst zbiory liter Pmleszanych™, Wyniks =
tege, 2e rozpoznawanie symetrii wzgledem liter stanowi przypadek
zracznie ogélnicisny niﬁfrozpasnawanie gymetril wzglgdem zmientivel
(to Jest liter prostych), kidrego dotyezy na przykiad metoda Diet-
meéyera 1 Schneddera /100/. '

Liczbg zblordw symetrii réwna e{n) maja funke]e calkowleie ay-~
metryezne, kidre dla kazdej pary zmiennych majs ayhetrie zardwho
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Rys. 4.8, Algorytm S°
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funkeje o postaci ogdlnej SO 2obyeessk Iub 1 3,5, 0augky !
gdzie 1 2
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n ; Je#li n perzysts
k, =
1 1n -1, jesli n nieparzysta

n , Jedli n xplepsraysta

n =1, jedli n parzysia




Nalezy jednak zaznaczyé, fe chodzi tu o wszysikie mozliwe zbio-
ry symetrii, nie zasd {ylko ¢ zbiory makeymalne. Tych ostatnick wy-
Zej podane funkc;ja maja tylko 28, H

Do ckreslenis wszystkich maksymalnych xf{f, 3 = 1y2,4es, 2bio=
row czgdelowej symetrii denej funkeji £ wystarcza znajem’oé’é'
Jwepysikich par 1iter symetrii. Pomoena tu jest nastgpujaca impli-
' kacja-

G a e A G~ ) =@~ 5~ 55, (4.7)
gdzis: i; —'1it¢ra 'ng lub cigg 1iter poXaczonych -znakigﬁ
& 2 e
~ X3 Ia'a_'z‘\'--.. » xb - analogleznie,

a
.Slus;noéé'powyzsaej implikacji wynike z proechodnicdel relacjl
~ . BB 7ys. 4.8 przedstawia sie algorytm 8% dla okredlenia
wezystkich par symetrii damej Tumkeji £ .
Ze wgglgdu na przechodnliosé relacji ~ , odpowiednie operacae &l-

gorytmu 8% moga byd pominiete: ‘Jed11 (xk Aixl )f i (xi ﬁuxh_)f y
v 5
to réwnies (.z- kN Ey }f i -sprewdzanie synetrii wzgl-gdem pary li-

fier. {xk xm } Jjest zbgadpe. Gdy funkeja f jeet cakikowicie sy~
metryczus, slgorytm §° rowny Jjest algorytmowi £ zmodyfikowa~
nemu w ten sposdb, ze dla kazdej pary zmiennych sprowadza plg =za-
réwno warunek (a) Jgk i (h).

4.2, 4. Ukrealenie wyrazeﬁ algebraicanych funkoji ozedciowo 'sy-
metrycznych. E

[ 6
Hiech X = -{'zii-}iEI y L E{‘l, lavwy n} Jeat mbiorem gymetrii
danej Ffunkeji .T'f(x.l. cvey F,) o Zakoimy, bez straty na ogdlnodel,
ge I = {1,2, ..., w}, 1<m<n + Uogélniajae wadr Shannona /39/

na przypadek symetrii wezgledem liter funkeji f{x,. veay xn} mog=
g zapisaé nastgpujaco:

m

f{x [ .'.._l an =M Sj(x)fd(xm_]_-l x:m*gl 5'." xn} . {4'8)
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8{1219 fj(xm+1l xm..{.g.’. W g xn) = f{ .(‘_}.1’...,wm, Im+1. xm+2-""’ xﬂ}'

1, jedli xyeX

Wy = B dla 1 = 1,2, eesy d 5 §#0
.0, Jedli % eX

0, jesli = eX
Wy =7 . die L = J+ 1,1 #2ye0eym
1, Jedli xi'ex oraz gdy J =0

\

Jeéli makeymelne zbiovy symetrii X , i = 1,2, ..., funkejl £
sa okredlone, to dla kagdego zbloru moina utworzyd wyrazenie (4,.8).
Funkcjie :i‘-j _mo%ng okreslié na podetawle dowolnego wyrazenis slge-
braicznege - funkeji £ « W przypadku, gdy funkeje f jest funk-
¢ja carkowicie symetryczna, wyrazenie {4.8) redukuje sig do posfa-

n
el 3\4 5,(X)8y = 8,(X) .

4,3. Rozpoznawanile symetrll funkeji czedciowo okreslonych

Zagadnienie rozpoznawsnis symeiril funkeji eczgdciowo okresdlo-
nych rogpatraymy ogdlnie, bez rozgraniczania przypadkn, gdy Lunk-
cja jest calkowicie symetrycznae, od przypadku, gdy fuonkeja Jest
symetryczoe csgéciowo, Zakdimy, Ze PIX y aewy zn) jest Zunkcja
czgéciowa okreslong, & wigc 2@ & £ @ '(eco réwnowazne jest temu,
ze BT A0 ). | 6 61

Funkecja f Jjest symetryczns wzgledem pary litexr {xk y Xy }
jef11 - zgodnie z definicjia 1.4 - ismtnieje niepusty 2zbidr i'k,lé
<B(f) , taki, fe dia kazde] f': € ak.l zachodzl relacja:

4 -
Ty, 1(f3)

He

AT edy Gy =6y ()

7 1(8]) , Bdy 6 #6) | (»)

Tub

afls

Ty, 1425

Taxésmy dla ustalenis uwagl, 2e 5-k =67 Niech l'eg, e}'] ¥
J = 1,2, seay 23_1"2- , 83 parami odpowisdajgcyech sgble pél w cbra-
. o #* 2 * ; *
2ach odpomiednio Tn o(£3) 1 B y(£)) , gisle £ €8y, .

Zbidr @k 1 dest réwnowainy (z pewnymli ograniczeniemi - zob.
]
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Wierssz .3__tabe1ki ponizej) ' Punke]i czgbciowo - okredlonsi fk 1%
ktdre] obraz. T(f 1) powstaje u obrazu T(f) przez zrealisowa-
nie nad kaszdsy parq {é?, e% '+ W zalesnodet od wartoSel pél L bed
pery w T{f} , nastgpujdcych operacji- A

e? ] e% _ opETacia .
; ? ; _?,J wartoscl pdl pozostajg bez zmiany
3 »* L wartoéci pél pozostaja bez zmlany, lecz dla kaZ-
ded f & ék 7 bpola . e? i e% muszg pogladag

~te aama wartoﬁc 0 lubk 1 : RV

4 1o * || wariofel  zmienia 9ig na wartodé 0 lub 1 tm&

g_ ) T' _2' &by otrzymaé réwnobé wartodel pdl eg..i e% ;

T | ® 1 : ‘

8 |o 1 o B

9 |1 o } Eprlze_?—znoﬂc 'y @ k,1 = e

2 pedanej iabelki wyniks, ze warunkiem koniecznym 1stnienia gy

metrii WZgledem pary {xk xl } Jest warunek; aby pole ' Zadnej
pazy {eg, S5 1e. 3 =152, iil, 2%% nie postadsty wartofol odpo—
wiednio © _.-1 Iub 1 % ¢ . :

Dle prazypadku’ G # S ‘warunelk symetrli Jest analoglczny, ala
odnoénie par odp0wiada1qcych soble pél w mk 1 () 1 T 1 (£) 4

'Z powyzszych rozwaiard wynikea, e dls danego obrazy Tff) oraz
denych wartodei Sy 1 6, abiér '@k 1 moze byé 3adnoznacznie
‘Wyaznaczony ne podstawis uporzqdkowsnej Trdikd (UE 18 Ck 1 Rk l),
gdzie '% 1 = Jest zbiorem pdi zmieniajqcych wartoéd #* (w. mEf))
na wartofs 0 {w T(L, 1) 1y Gk 1 - Zblorem' -pél  zmieniajgeyoh
wartesé = na wartoéé 1 - Rk - Jest rodzing zhiordw ek e;}
takich, ze pola ek i e% posiaéan w ohrazie T(f) wartoéé e
“Pola kakdego takiego zbioru magzd, W obrazie T(f ) . B

1S By 10
posiadad JednakOWe wartoéci ¢} 1uh 1 .

- Zaidimy, de {xk wa )f ' (xl sz )f s OYaz za odpowiednie
gkl (6R g, o} v Bp) g °1 i, By ) 88 ekveslone,
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Phiepdgenie 4.4,

B G -1 ¢ & & I3
(% o %y g A (xyt e ) pemd (1, ~ 3 T ™)

wtedy 1 tylke wtedy, kledy

Cp,1 M 01, = @ (e)

c;,_l & c%,m =@ o

_ﬂfao, 91)5 (cﬁ.,l x 011:,1 v cg,.m- g c}.,m)awgé Rk,lu Ri,m)'
{ao, e1} = G; . (¢)

: 3 Sk 81 _6m
Dowdd. Konidecswnoédé s Zakdimy, Ze -(x'k ~Ey Ty )f i
W takim razie istnieje niepusty zbldr ik,l,m & d(f) taki, ze dla

., by B1 6p
kazdej funkeji f £ ék 1,m zbidr (=, xl v Xy jest zblorem

symetril, Zgodnie 26 woorem (4.1) @k 1,00 ék 1 él g - Jesli (2)
lub (b) me machodzi, to istnieje pole By xtére w ohrazie kaﬁde;j
funkeji fi & aﬁk 1 ma& przeclwng wartosé niz w obrazie kasde] funk-
eii f; € 'é, « Z tego wynika, Ze ék 1N g =0, - wige
@k L = @ , co zZaprzetsa poprzedniemu za?cozenlu. Jedli (c} rle
zacLodzl. to istnieje para pol ktére dla kazde;} funkeji f G—ik 1
majs identyezne wartofei, a dla kazdej 'i §1 i warbosci prze-

siwne lub odwrotnie. Z powyiszego rdwniez wyniks.s., e @k Fom ™ e .
Dostatecsznodd. Dostatecznofel warunkdw {as, (o) 4
{¢) dowedzl eie przez kenstrukeje sbiorm @'k 1m *
=3
e 1 1 1 1
4 ck,l,m = Ce1 VG VG

gozle Gg Jjest #biorem wﬁz‘ystkich pél e? takich, %e

. S (0] :
Hiech Gk,l,m = c‘k,l (¥ C n VY %o

- o} o 0
\g/e 39 € Gk 3 Y cl;,m' {e1, EE}ER}:,]_ v Rl,m

G:, jést zbiorem wezystkich pél e:[, takich, ze

1 1 1 1 1 T le .
\v/e.‘ 392 (= Gk,l u cl,m’ {91, 85 }ERk,lu Rl,m

97



Hiech Rk 1 Rk 1 = Rk 1 oznaczaja zbiory tycg elem&n?éw“.ro-
dziny Rk 10 kidre zawieraja pola odpowiednio e lub &, « Ndiech
B n
Nisch Ry = Ry 1\CRk1U Rk 1) i 32=le\(31mu R,, ) o k=
redlmy zhidr Rk e R1L_1R2 s gdzie || oznacza nastgpuaaca ope=
racjgt

1) okredle sig zhidr R1 U By

2) =z katde] pary elementdw zhioru R, U B, , ktérych proecig-
cie jest nlepuste, tworzy sip jeden element bgdacy ich sumgy; na-
stgprile powyZezd operacje na otrzymanyeh w ‘ten sposﬁb ablsrach,
powterza slg dopdéty, dopdkl nie powstanie rodzina, kiérej dowolue
dwa elementy majs puste pruzecigeie (w przypadiou rogwaganym obec-
nie ten proces kodcgy sig po pilerwszym kroku).

Jefll zachodzi (=) 1 (1), te

i Rl m OZnaczsjs eanaloglezpe podzblory rodziny Rl _

(g Ve dnqel vel b~e (a%)

Jeéli zscheodzi (e), to

|
@

(ORI 1 N
Cr 6 (ck,1 Y cl'm) = (B}

ok b

cr o) uc H=e ()

Ponlewas elementy rodziny Rk 1Y Hl m zawlerajgee jakied pola
zbioru ug 1V c %] y dg m_Ucl i Ba roziqczne, wiec

20 0 gl 2
tp Mo, =0 (ar)

Z (&' ) = (&%) wyniks, ze
0 1 .
“e,1,m " %10 =@ (e

Niech mgfk z m) o©znacza obraz, ktdry otrzymije sig przez zmia-
ng w D(£) wertosol pdl zbiloru Cﬁ i,m % % ma 0 oraz pél

il # ot
wkl_ljm: R e 1. IIiech {fj} Ilk l o {O 1’-01}2-.0( }_1}’

iEIk.l,
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oznaces zblér catkowlcie okreflonyeh funkeji, ktdrych obrasmy T(f”)‘
otrzymije siz przez zmiasng wartosci 2¢ pél obramu T(fk 1, m) ¢+ DO-
gisdajacych g wartodé, w kesdy mozliwy sposdb na wat-toéé 0 lub
1, ale przy zarozenlu, Ze polé ketdego zbioru rodziny Rk i m

otrzymujs jednakows wartedéd O Iub 1. Dla kagdej funkeji f

s T 8y 6y 51_

i E'Ils:,_l_,m zachedzasrelacie (3, A~ 2y )f_; oraz (3 g
: 5 k 1 Sm akim oppobe

Wynika stad, ze (%"~ %" ~ X )f* . W takim zagzie ék‘,l.m

i L ]

6.
7
~ R ¥ o m

Am” Je$li w obrazie T(fk 1, m) nie ma pdl o war-
todel % wowezas zbidr ak,l,m zawiera t;ylko jedna fupkojeg, a mia-
nowicie funkeje fk,l.m : Qb D

Z dowodu dostatecznodel warunkdw (a), (b), (c) twierdzenia 4.4
wynika, #e zbidr gk,-l,m jest jednozsiacznie okredleny za pomoca

= {f:}.,i €T, 5

trdiki (Gl?z.,l,m’ cll,l,m' Rk,l,m) » Twierdzenie 4.4 okresle warunki
kiedy dwa dwuelementowe zblory symetrii majgee niepuste przeciecle
tworzg trzyelementowy sbidr symetrii, Obecnie wuogdlnimy powyzsze
twierdzenie na przypadek wielcelsmentowych zbioréw symetrii.

Niech & = feg, v, ap}. B = {b1, oo Bl A S {1, iosy al,
D, 2 oraz A n-BE{k}_ , Niech fi'A i K‘B oznaczaja olagi 1i-

5] 6 §-
. o § Py Py
ter poXaczonyeh znakiem ~v 3 X nx...fuxap oras xb “"""xb v
_ 1 “p
Zaxézmy bez siraty ns ogdlnofol, ze a, = b, =k . aalozmy daleJ,

ze epeinione s5 relscje (Eg)f i Ciij oraz Ze zostaiy okreslo-
ne tréjki ocdpowlednio {CE, Gl, RA} 4 {cg, C%. RB} .
Twierdssnie 4.5.

E A Ep)p = & | ple
whedy 1 tylko wtedy, kiedy:
(a) S nacl=e
() ojnaf-e
@ B e ] ued xeh Tl enyuny
[ac’, e’} < 0: . ” |
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o,

Pricprdzenld 4,5 dowodai gi¢ tak samo jek twierdzenia 4,4, Riws
nies tak jalk w dowodzie dostatecznodcl. tego twierdzenia wyznacza
siz trddks (6 | p» Of yps Byyg) » Kt6va okvesls jednosnacunle
sbidr B, ;5 & 2(£) taki, ze (X, wp) Qpup’ |

: y ]
Jak wynike gz podanych poprizednio rozwakald, vary symetrii {xi?,

6 3
Xwa} s 1, J€ {1, PR n‘}, 1 # 3 , oras odpowladalace dm réjki

{cg 3 ci i By j) ¥atwo mofne wyznaczyé na podstawie obrazu
(7}, mndjac wezystkie takde pary i trdiki mozna na  podetawie
twierdzenia 4,5 ckredlié¢ wszyestkie maksymalne szbiory symetrii i
wépowisdajace im dréjki. ?

Proces okreslenia maksymalnych zbiordw symetrii mozna +teZ re-
@lizowad bezpqéreanie ng podgbdvwie obrasu T(L) . Sprawdza sig sy-—
metrig wzgledem poszozegélnyeh par zmiennych w kolejnodei jak w
alzoryimie 8%.. Przez smiang waritosei ne © Iub 1 dagy wsdg
do spegnienia warunkn (&), a - jedli to nismozliwe - warunlu  (b)
#mierdzenia 4,2 dle keolejnych par zmiennyeh. Frzy  rozpstrywsaniun
dane} pary zmiennych zakiada sig isfnianie astalonyeh w poprze&-;

_anich krokach nowych warinsei pdl wyjsciowego zbioru F', W ten Epo-

g6 w procesie tym zbidr F™ stopniowo redukuje =ig, Jedli pobzaw=
azy od pewnej pary amiennych nie moznpa epeinié ani warunku (a),

ani (b), oznacza to, e uzyskane pary symetrii tworzag Jeden maksy-

malny zbidr gymetrii. Poszukiwanle nastepnegoe takiego zbioru pole-
g nz powhdérzeniu powyiezegs procesu prey prdbie speinienia waruti-
ka (&) lub (%) dla innych par zmiennych, takich; dla ktdryeh ish-
nlenie symedrli nie jest wykluczone wynikami realizacji poprzed-

. niggo procedii. Yyniks z tego, Ze okredlenie w powygszy svosdh kasd-

dego maksymalnego zbiorn symetrii wymaza oddzielnej "koniih obreszu
ey . g
Zardzmy teraz, &e funkeja £ Jesl m-wyjdelowa. Wowezss trak-
fnje edie jg jake zhidr m funkeid ja&ncwyjéciowyéh i dla kezdsj z
nich okresla gip meksymalne ablory aymetriil, Zbiory symetrii dane)
funiceji f uzyskuje sie jako przecigcia zblordw symetril poszome-
26lnyoh funkeii Jednowy]delowyeh /1007,

Praykiad 4,2. Okredlié maksymalny zbidr symetrii funkeji £ o
obrazie [T(f) przedstawionym ns rys. 4.9 1 praedstawid funkcje; W
vostacl (4,8},

Sprawdsamy moZliwosci speinienia warunku (z) lub (b} dle par
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smiennych rozpatrywanych w keleinoged jalk w algoryimie IT° Dl=
peEry {11.x2} ustanawiamy nows wartoSel pdl zbloru P (pola pus-
te) tak, aby by: speiniony warunek (2) twierdzenia 4.2, Analozicn—
nie speiniamy warunek (b) dla pary {xd, xik i weruoek (a) dla
pETY {x1. 15}_. Otrzymujeny zhldr pymetrii [x1, Xy i&’ xs} .

| 0
| 0
| 0 | |
i 0 ! | | |
Xy
| 0 | 0 !
| i | 0 I
Ag -
0 i
A3
1 I | 0
Xa s e

Rys. 4.,9. Obraz D{f) dle przykiedu 4.2

Obraz funkeji T(f) otrzymeny po wykonaniiu powyzszych aperasjl
przedstaniono na rys. 4.10.

Ple wyvydznienia nowe wartodci pol zbioru P wplsano W nagin-
aie, Cyfrg @) ozneczono pola podzbioru rodzipy R1 I exfra
C)-vr9621ny R,1 2,5 * Aby funkecjs £ przedstawié w poqt“, (3,8),
palezy znaledd funkuae £ol(Xg, xé} J = OyFy wews & o W Byn celu
nalezy okradlié dowolne wyrazenie algabraiczne Frnkejd 2 .
Okreglmy wige wyraisnie odpowiadajace na przykad vokryein quasi-
~mininaleemy MH(T) .

Realizujemy slgoryin A% | Obraz 9(f) wrez z zaznaczonymi ze-
spotaml jadrowymi Tys Loy erer Dg przedstawione na ‘rye. A1
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am o [ (%o BE
a { o (| o BE
R I N O é’{m
“Sololol o b Tl T
X "
YA VI Y O A A Y O S @tm
@)("{} Plro @y lelmio
Az - !
(o (F ] o | ()| (o)
A3
o] | | Lo |
Xg
X4 X5

fys. 4,10, Qbrsz T(f) po ustanowieniu symetrii
wzgledett 2bisru Xy g Xps Fys Ep

Cugkiem' () ozhacrnons pola, ktdryoh gwiazdy skadeja sie z po-
jedynezyeh zespoldw, Go znaczy zagngezonych zegpotdw jadrowych. Na
rye, 4,12 preedstzvions pewns pokryele PUD) obrazu () , po

. . " . . : — N
wisczeniu jadre obrazu do zbiorn P, Dla polkrycia tego A =0,

=14 (mimo,5e¢ & >0 jest - jek mozna wykazad - pokryelem  $nisle
mirmdmalngm) .

Powyzezs pokrycie otrgymans po kilkukroinym powtdrzeniu algpe
rytmi A% (zespoiy Lyt Bgy Lygr Lyq nle s quesi-ekstremalami),
réevle funkeji odpowiadajace pokrycin KI(T) uzdpeinionemu eke-

emalaml jadrowyni jest rdwne:
13
£ = \/ocq.
187
zdeie
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1
H

C\f.1 = ETTcgijiﬂ:iﬁ &6 = 213&23?'6 ‘111 = xﬂingxgxs
ua = EBES a7 = x3x4x5x6 Syg = 14E5E6
%3, % X1Z5%5 xg = EqEFgRgRs 3 T RpRgRg%
m4 = Eéi3x4x5 mg = 21x2x31415
Sy = FyXR Xy g = EqEpEaF R
Ly Ly
f i
| S | Y ¢ 1 )| o
Lz o x‘wtf J‘ 2
o _
| 0|1 I I 0
10 0 |
i | P | 0 |L4
o \
[ [ o [ 11 I
LS|
I Vg R N ey 0
| | :;[)- (. |
X2 . -
| Wt | )| o
Xy ® -
0 | | | I a |
Ei/ ‘ %6

X4 A5
Rys. 4.11. Obraz T(f) wraz 2 zaznaczonymi
zesporami Jjadrowymi
Okreslemy funkcle fJ = fd(XB, Xe) 5 3 =0 1y sueey 42

f.



8 / ﬁl(\ U..;Fﬂ q 0
Bnue i EuE
Ropnonnang
heononnany

<,
i
SN
oy

3 X4

Rys, 4,12, Obraz T(f) wraz z zagnaczonym
pokrycien Mq(T)

Po wstawlenin do wzoru (4.8) i1 dokonaniu odpowiednich  prao-
kzzteroey otrzymujeny:

- TR = g = oy E oy |
To= 2%,V S g (B)Fy VBg g 5(H)Eg 8y o(X)xgxg v 8,(X)
gizie ¥ = {"1”‘2!'“‘?‘4-*5} .
4.4. Uwegl o mosliwssclach prakiyczne] realizac]l metody
W oplsene] metodzie rospuznavenls symetril IDfunkeji’ logiczmych
uykomyje sig operaede sprawdzenie idenityeznofel pewnyeh podobrazdw
obrezu fupkeii, sdy funkejs jest caikowlcie okredlona (R = @) ,

Iub uzyskania identyccnosed tych podobrazdw przez zmieng wartosci
*na 1 ub O, gy funkeja jest czedclowo okredlona (2™ 4 a).
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Operacje tego redsalu sa pruste do wykonania zardwyno reoznegd  Jak
1 maszynowego.

Przy regcznei realizacii melods ts moszng tatwo wrozpoznewad sy-—
metrig caikowitg lub czgéelowg dowolne]j funkeldl logicznej do okoXo
8 smiennych w proypadku funkcji eazkowicie okredlonych, W przypad-
ku funkeji czgbciowo okreslonych trudnofel zaleza w duzym stopniu
réwniez od mpay.zbioru'SEG 1 dlatego przy wigkszyeh  wartodciach
o™ moga powstad trudnofci w zresalizowdniu mebody juz  pray
mnieisze] liczbie zmiennych.

Przy reelizecjl meszynowe] obresz funkejd zapisuje ei¢ w postaci
macieray, toles rozpozndwsnle symetrii bgdzle polegaXo w tym przy—
padiu na pordwnyweniv odpowiednich podmacierzy *tej mecierzy. Ope-—
racje takie wykonule dig Zatwo ne maszynie oyfrowej, szozegdlnis
ne maszynie typu réwnolegkegp, w kidre) meiliwe Jest Jednoczesne
pordwoanie wartoscd wigksze] liczby elsmentdéw pordwonywenych podms-
cierzy. Ograniczonodé stomowalnosel metody wynika przede wezystkim
z mozliwodci wapamigtania macierzy T(f) .

5, WYEKORZYSTANIE INFORMAGSSI O SYMETRITI FUNECJT LOGIUZNEJ
DO SYNTEZY JEJ WYRAZENIA MINIMALNEGO

5.1. Wykorzysbtanie informac]i o symetrii do syntezy
wyrazef minimalnych funke)l oaZkowicle symetrycznyeh

5.1.1. Uwagl wstgpne

Funkcje logiczna catkowleie symetrycsng f = SA(X}-okreéla jed«
fiozracEnie zbidr symetrii X orsz zbidy indeksdw A ., Zbiory X
i A moga byé zatem wykorzystane do bezpodredniego ckreslenia réi—
nyeh pochodnyeh informacili o fiunkeji £ , ktére 83 wymagane prey
synbtezie je] wyrazenia minimelnego. W pkeie 5.1,2 opisano sposdh
bezpodredniego okredlenis ng podstawle zblorn X 1 A zkioru P(£)
wazystkich prostych implikentéw funkeji caikowleie symetrycznej T,
& w pkeie 5.7.4 - gpogdb okreslenie pwlezd G(s) oraz zblern pdl
w chrazie T(f) , kidrych gwiazdy =3 roztgczne, o 2naczy zbloru
o, Dzi@ki prastocie powyzssyel spoachdw okreélenia.gwkzd i zbio-
m realizacja oplsanych w pragy algoryimdw syntezy pokryd,
przede wazystkim slgorytmu AT | woze byé znacznle uproaszézons,
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W pracy /101/ opisano metodg, ktérej celem jest bezposrednie
okreglenie na podstawie zbioru indekadw A wyratenis minimalnego
funkeji calkowicie symetryczne] wzglgdem smiennych, Po  bligssym
zbadaniu metoda ta okezaia eig Jednak metods nlepoprawng. Vyrade-
nie algebraiczne uzyskiwane ¢z metoda speinia bowiem jedynie,
warinek konleczny, a nie dosthteczny, aby byd ekwlwalsitne dane]
funkeji, Z tego powodu tylko w niektdrych prostszyeh przypadiach
(rpratrywanyéh w' przykiadach podanyeh przer autora omswiane] pra-
cy) metod4 ta moina uszyskad wyrasenie minimalne danej funkeji., Me-
todg t¢ mogna zmodyfikowaé na prazyk?ald w ten sposdb, aby kasde véu-
nowazne, ze wzglgdu na zlogonodé, otrzymywans wyrazenie ppravdzadé,
czy jest jednoczednis ekwiwalentne zadanej funkcji. Tak zmodyfiko-
wana metoda jest jednak bardzisj pracochionna (fak wynika @ proy-
k¥addw, khdre rozwezal autor) niz metoda opimywana w pkole 5,1.5.

Wediug podanego w pkeie 5.1.2 wzorn okreflajgcepgo liczbe prosg-
‘tyeh implikentdw, jakie posiada funkcja catkowicle eymetryczna, w
pkeie 5.1.3 okreé$lono funkeje loglcozne posiadsjace makeymalna
liezbg prostych implikenddw wirdd funkeji dane] 1liczby =zmiennyeh,
Przy pisaniu pktdéw 5.1.2 1 5,1.3 brano pod uwtge wynlki pracy /52/.

5,1.2 Okreslenie zbiowrn P(f) wezystkich prostych  implikantdw
funkejl. catkowicie symetryczne]

Dana jest funkeja catkowlcie symetryezna £ = SA(K) . EZakddmy
_ najpierw, ze X = {11, Xoyy ...,*xn} » Punkeje £ moins przedsta-
wié jako sumg elementarnych Tunkeji symetrycznych:

r= \/ &2 (5.1)

agA

Rogbljmy zbidr A na meksymalne wzgledem dnkluzji podzbiecry,
ktdre nazywa sle blokami, majace fg wlasnoid, se kazdy z nich sta-
nowl ciag kolejnych liezb oastkowitych. W przypadiu gﬁy g € 4,
a-1,a+1¢#4, powstaje blok zawlersjacy tylko ften jeden slem
ment a .

Qznaczmy symbolem Ei . ae{o, O n} » aslan, zbidr
wazystkich koniunkedi Qtj ¢ dtugogel 1 , sZofonych z liter zmien-
nych x,, Xor seey Xy i zawierajgcych a8 liter prnstxdhixi oray
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"1 - & liter zamegowsnych %, . ioc zblioru Sl wynosi 6152 .

Zhidy -32 pokrywa sig ze gblorem gk¥adrikdw funkeji S . Oznacz~
Ty przeés S; dyajunkeje koniunkeji zbloru Sl

Zzakézmy, #e zbidr A zawlersa blok B = {a a + 1&, a<<n=-1,
Funkeja. S,V 8, 4 impliknje wige deng funkeje T . Zbidr  Jej
skkadniknw pokrywa Blg ze zbiorenm S v B, » Pla kazde] koniunk-

a4+
cjl ze zbioru Sn mozna w zhiorze 52+1 gnaleZé konlunkejg a=a-
agiednig i sdwrotnie. Jes$li w obu zbiorach 52- 1 Sa+1 powtérzyé

odpowiednie keniunkeje doststeczng llezbg razy, to woiwezas 2bldr
bgdgey sumg tych zbiordw mozne rozbié na pary koniunkeji ggeied-
nich, Easde) tekiej parze, zgodnie ze wazorem {(1.5), odpowlada ged—
na konlunkcja o dingosci n -1, zaWIQTanG& & liter prostych i
n-1=a liter zanegowanych. Zbiér koniunkeji cdpowiadajscych
wezyatkim pavom bedzie réwny zblorowi Sn -~ « & tego wynilka, e
sachodsi rownosdé:

=sn1 (5.2)

-

S Vv sa-l»‘l

Zax6imy teraz, Ze w zblorze A dstnieje blok by = {a, att, a+2]

a<h 22 . Zgodnie z (:.2) zachodzg réwnodei S N Sa+1 = 82'1 i
8241'V Sg+ﬁ = Sa+1 . Dla kezdej koniunkeji ze zbioru Sn -1 mozna_
‘W zhiorze Sg—n-:ll znalefd koniunkcie eaeslednis i odwrotuie, JAnalo-

gicznie do poprzedniego mozna wykezaé, 2e zachodzi rdwnodé:

stvsl, vl = shE (5:3)

g
Sar2

Kontynuujac powyigze rozwazanie wmoZne dowledé, Ze Jjesli zbidr
4 zawiera blok B = {a, Bk 1, sieq a+1:}, e =i ~-%, %o za-
chodzi rownedé:

fi=l
S Vsa+1 e Vsa+k = Sa (5!4)

a n!

2=k = Siulyl
miunkcji o d&ugoaci n=%sz==2a4+b, posiadajacyeh a Iliter proa-

tych oraz b 1iter zenegowanych.
Zgodnie z okrefleniem bloku zachodzg relacje: a-1¢ 4 1 a+l+l

Hn=I

Zhidr 8, s gdegdie b = n-a-%k, ko=

zawlera Cn & g
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§h . Z tego wynika, 2e dla zadnej koniunkejl ze zbiorn 8 L’sa+1
U'eea tJSa+k nie moze istnied w wyrazenin kanonicznym funkcwi il
koniunkeja sasiednie, kidra do tego zbioru nie nalezy. Ronlunkeje
zbioru Sn ie-mogy wlge zawierad w sodbie koniunkoji krdtszych,
ktdra rowniez implikujq funkeje T , 88 zatem progbymi dmylikanta~
mi tej funke;ji

Zdlczmy, Ze 2blér indeksdw 4 funkcji T ek¥Fads sig 2 blokdw
By 1a 7 a4 1, et 4 2) evey BE F K } e d=A, 8 <res d .

Twierdzenie 5,1, Zbidn P(f) wezystkich prosiych implikentdw

funkeji f£ =-si wyraéa wz6r

B(f) = U sk (5.5)
=1

& jego mog mdwnz Jest:

i P ey

plE) = ) B j /
157 altpligly L s |
gdzie bi =n - ai - ki .

Dewod, Twlerdzenie wynikae bezpoérednio z poprzadnich rozwazad.

Q_oE-D.
6:1
Za}dsmy obecnie, 2e zbidr Bymesrli X = {xii} zawiera proy-
I=1 .
najmniej jedna liter¢ typu xi « Jegli X' ouznacza zhidr Lx£}§=1 ¥

By
gdzie xi = xii. 1=1,2, «..y, n, to zachodzi réwnosé

f(l’..{, 1_2” weay xx;) = SA(K’) "

Przez zmiang zmiennych xi na xi obecny przypadek gprowadza
Biz wige do poprzednisgo,

Ka podstawie twierdzénia 5.1 i powyisze] uwagl mozna dla kazdej
funkcjl catkowicie symetrycznej f = 3,(X) wyanaczyé zbidr ded
prostych implikantdw bezposrednio na podstawie gblordw X oraz A.
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5.1.3, Okredlenie funkeii logleznyeh pesizdejaeych makisymalis Lics-
be progtyeh implikentdéw pray dane] liczbie zmiennyeh

Okresimy funkeje £ =85,(X) , X ={x;1}§=1 v A E{0,1,2, viey m),
posiadajace maksymalna lieczbg prostych implikentdw wérdd funkeji
gaikowicie symetryesnyeh n zmiemnych, Funkcje te; Jjak wynika 3z
rozwesas podanyeh w pracy /92/, beda wmialy zovazem maksymelna licz-
bg prostysh implikantdéw wirdd wezystkich funkejl  logleznych n
zmienayeh, to znaczy réwna pla)  (zob, wizdr [(M.13)).

Wartodé o(f) we wzorze (5.6) nie zaledy od tego, Jaki jest
Zhidr calrkowitsj aymetrii X , to jest, jekie sz  wartosel L
i ={4, 2y ey n}, lecz jedynie od zhloru a-indekséw A . Maksy-
malna Ticzba réznych sbiordw &-indekadw przy dane] Ticebie Zmlen-
nych n jest »dwoa makeymalnej licebie rdinych podsbiordw sbioru
{0. 1g 2y eday n} , ho snsery _2'1“'.1 . Ozngczmy ts rﬁﬁué zhloxry &~
“indekabw symvolem A. , 3 = 1, 2, evey 2% | lyzneczenie funkeji
pogiadajaeyeh maksymalng liczbe prostych fmplikantow polega ne
znalezieniu wirdd zhiordw kj takiego zbioru A({n) , dla ktdreszo
wyrazenie (5.6) cslaga malksimum;

p{n) = max p(f.j Y (5.7)

gdzie £, - funkcja calkowlcie symetryozne posladajzcs zhiér a-
-indekadw A

Okredlenie ogdlnego wsoru wyznaczajacego zhidr Aln) dla do-
wolnegzo 0 jest zadaniem trudaym. Okazuje gig¢ Jednak, &e - prues
rozwiazanie prostych nierdwnodel moZna wyznaozyd Zbiér Aln), jes-
11 zneny jest zbidr A(n - 1) . Okreslenie zad zdioru  A(n) dla
dogtatecznie mate] wartodeci n , na przykiad n = 3 , jest zada-
niem trywialoym. Zbiory A(u) dla okredlonego zakresu vartesci n
nosna wigc tatwe wyznaczyé w spoesb ifsrecyjny. W tablicy  przed-
gtawionej na vys. 5.1 podano zhiory aln) 1 odpoidedajyse lm war-
todel p(n) dla zakresu warbegel n =1, 2, 3, visy ¢4 .

Prey wartodei n = 2 wystapuja twey réwnowsine, a przy Wi End-
ciach n = 1,;4, 7. 10, 13, 16, 19, 22'*-dWé r6wnﬂwaz£;:zbiory Afn)
{zbiory te poiaczono klamra). Kiektdre drobne réénice w warbod-
ctach p(n) @ stosunku do wsriogei podanych w pracy /52/ wynikaja
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A zbidr A(n) p(n)
| 7
{%éz 2
3¢ 12 6
. {2)'_22:31 13
51 0855 32
6| 02346 2
R 218
B | 01 345 78 576
9| Of 3456 89 1 6og
® {&193’441‘;:2.7%318 4 300
11 12 4587 910 M 770
12 | 12 45678 1031 34 914
ke {5'22}3%5'%%;%6:30'111,1 2 91 105
14 0 23 56789 1112 14 254 438
15 0 23 5678900 1213 15 759 488
16 0 23 5678810 121314 16 _
{o 234 6789101112 14 16 2 030 618
17 @ 234 67893011 131415 17 5 746 274
18 O 234 67891011412 141516, 18 17 189 858
19 0 234 8789101112 141516 1819 _
{0,1 345 T89N0M1213 151617 19 46 698 068
20 | 01 345 78310117213 151617 1920 133 334 440
21 Of 345 7891011121314 161718 2021 399. 479 g9&2
22 01 345 7831011121314 16171819 21,22 '
O 2456 B8SI0MNI21304105 171818 2122 1 099 206 284
23 O 3456 BINOMi2I31415 17181920 2223 |3 159 208 516
24 OF 3456 8910111213141506 18192021 2324{9 470 895 656
Rys, 5.1. Zbiory A(n) orvaz wartodel #lin)
s n=1, 2, (.., 24 " q
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z pewnych nisdok¥aduodel, Jekle widoeznie wkradly gig do pracy
/52/. , '

Na podebawle znalezionyeh wartosei A(n) funkeje o-maksymalﬂej
liczbie progtych implikantdw prazy dansj liczhie zmiennyeh n okred-
lamy jako:

— i n’_
f-'j = S:A_(n-_)(}{j) s d =0y 1, eaay 2021
& _6& Bn . _ -
gdzie X, = Xie Fp g oeeer By } ~ ehiory calkowite] symetril mno-
wetajace przez przypissnle indskeom 6y réznyeh warbadel e zblo-

d
- [0,1) .

B.1.4. Okredlanie w obrazie funkeji caikowisie symetryerne] gwieed
pdl G(#) oraz ebioru pdl # y ktérych gwiazdy s3 roziacane

;i ; _ _ 81 S2 6
Zakopmy, &e konlunkcja &« = Xyp FpTe wesy A gﬂzie 6

= 4 jest skiadnikiem kanonlcznego d.p.w. funkeji ¥ = (Y) pLzy
ozym X = {x,l, Koy sans xn} W ff;kim ragie @ €4 . Gznaczmy_ EymM—
bolem B = {a., a8+ 1, weuy -r-k} blok w zbiorze A , kidrego ele-
mentem jest indeks a . Iiech e 'oznacza pole w obrazie D{(f) od-
powiadajgce koninnkeji & . Skore = jest skisdnikiem  wyrazenls
Kanoniecznegs, wige 2 € 'F1 . Gwiezdzie G(e) edpowlada na grancie
algebralcznym zbldér prostych implikantoéw, ktdrych litery zawie-
raja sie w koniunkeli o . Oznacemy taki zbidr prostych implikan-
tow gymbolem G(&) , Zﬂo'dnie z twisrdrenien 5.1 w zbiorze (L)
wezyratkich prostych 'Tmplikantow funkeji £ zawlera sig Zbidr
5:31-1: , Poniewsz 4 € B , wige G(&) S ~r' -k « I powyismyeh roswa-
ganl wynika, ge. G{a ) Jest zbiorem kon:.-unkcji o diugodei =n -k ,
ktére zawleraja e 1liter prosfych 4 n-a-k liter zanegowanych,
przy czym wybranyeh ze zbioru liter koniunkeji o . Zatem gwiazda
pola e &

g(s) = {E{ ct.i)}
gdzie oy € G(=) . Moc gwiazdy c(G(e)) = Gﬁcﬁfg 2.
zespoty tej gwiazdy sa jednakowego rozmiarh, poniewaz wezystkie

+

koniunkeje zbioru §§‘k ag taklej samej d¥ugodei.

Powyigze rozumowanie dstyczyto dowolnej koniunkeji — wyrazenia
& 111
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k&nonicznegolfunkcji £, & wige tym samym dowolnego pola e'eF1
Czndeza to, Ze kazda gwiazda w obrazie funkeii caXkowicie Byle=-
tryeznej £ sekiada sig z zespoiow takiego samego rozmisry.

W przypadku gdy zbidr symetrlii X  funkeidi £ Jest  réwny

6 *
{xil}i—1 i zawlera litery zanegowane, wowezas dokonuje sis zamia-

ny zmiennyol Xy mna zmisnne xi y gdzie xi = x:i s 2=1,2, 00057 '
przes co przypadek fen sprowadze sig do poprzedniego. Dlstego, nie
trdcac na ogdlnodel, w dalszych rozwaseniach dla prostoty bedzlemy
zakXadali, ze zbidr gymetril X ='{ }n .

Obecnie pokazemy, jak na podstawie zbioru A oraz I gnalasé
w obrazie T(f) zbidr pdl, ktorych gwiszdy tworza pevns maksymal-
ng wzgledem inkluzji rodzing gwiazd rozkgosnych,

Dowolny zeepd¥ rozmiaru 1 W tablicy logiczned = ‘zmiennych skls-
da slg z pdl, kbtéryeh wagl véinig sig o 1. Wynika fo 2 tego, Ze
polom tege zespokn odpowiadsja koniunkeje saeiednie. Fatwo wylkea-
zad, Ze zespk rosmiaru 2 zawlera jedno pole o wadze a " ere{c,1
veey 1= 1} y Gwa pola o wadze a + 1 orsz jedno pole o wadze
a2 + 2, Analogicznie mozna wykazad, Ze sesptt rozmiarn r Zawia-
ra;

Cg pdl o wadze a

o] pol ¢ wadze a + 1

cr
™

POl o wadge B + v
gdzie -ae{o, Ty eeny 1 = -r’]
Zeupdr Bl w0 } odpowiadagqcy dowolne] Kcnlnnkagi ®s ze zbioru
32 ~k jest zespalem rozmisru k . Pokrywa on Gk pél o wadze a,
0; 06l o wadze a + 1, 5 ush c§ pél o wadze a + k . Zespdl ten
pokrywa wlge tylko jedno pole o wedze a 4 tylko jedno pole o wa-
dze a4 k. Z fego wynika, Ze kasde pole o wadze & lub a3 + &k
Jest pokryte oddeielnymi seapolami, Oznaeza to; Ze pola o wadze a
tworzy zbidr pél, ktéryoh gwiazdy 84 rozxgqezne, Inny analogiczny
zZbidr twerzs pola o wadze & + k . Pznaczmy te zblory odpﬂwaeﬂnim
B 1 8% . oo ebierw B! wynosi ¢, a moc shioru B2 Ga*“k
Eoiory B 41 g2 ®g réwnclicsne, gy & =n-g-Ik

y SO réwnowaz-
ne jeat, e
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a = A=k (5.8)

Eatwo zauwasyd, ze gdy 2 ={(n - k)/2 , o licznielezy jes?
zbiér E' , w przeciwnym zad przypadku zbidr 8.

Jesll zbibr A skiada elg tylko z bloku B, to zblory E1 iub
o sa pewnymi maksymalnymi wzglegdem inkluzji shicrami pdl, kb=
rych gwiszdy sa roziaczne. Jedli zbldr A skiada si? z kilky blo-
kéw, na przykied blokdw By = {al, ai4-1, “eas aiﬁ-k* }, 1 =1, 2,
.-+, 4 , o analogiczne zblory pol okredlons sa jako sumy

a
U = (5.9);
i=1

gdzle D e{j, 2,}; EE - gbidr pél o wagach réwnych &t , jedli p=

1 lub sf 4 kT, jedli p=2.

Poniewaz dla kasdego 1, 1 = 1, «vey ¢ , mozna przyjaé p réw—

fe 1 lub 2, przeto wynike, ze zblordw takich jest 2= .

Kazdy powyfszy zbidr Jest réwnowasny pewnemu zblorowi F ow oal-

gorytmach ™ 3y A%, to znaezy wbiorowi pdl, kidryeh  gwlazdy

tworza rodzing gwiszd rozigcznych. Oznaczmy omawlane zblory symbo-
lem Fo o, 3 =1, 2 «ees 5% | pealizujac algorytm A" 1ubv A% W

przypadku furkeji cetkowicie symetryczne] £, zblér FX

okreélaé bezpogrednio ze zblioru A , bhez posiugiwenia slg sposobenm
podanym w pkeie 3.5.2 (algorytm R). Poniewasz 2 punictu widzenia
gl.gorytmu A iy A9 korzystme jeet, aby zbidr P’ mia: moili-
wie najwigkeza moe, wigc pray yealizaejl tych algorytméw z wyko-
rzystaniem powyzaze] mozliwosel Jjako zbilér ol przyjouje sieg naj-
Iicznie]szy gposrod zbilordw F§ . Zbicrem takim jest zbidr powsta-—
j4cy przez wybranie dla kazdego i = 1, 2, e, d licznie]jozego:
apodrdd zbiordw El i Eg .

MOZna!

5,1.5. OkreSlanie na podstawie zbloru a-indekadw jadra pokrycla

Niech B = [a..a + 1y suaes B+ k] oznacza pewien blok w zbiorze
a-indekebw funkeyi £ = 5,(X) , gdzle X = {Kqe orus x,} - Zaxdiny,
ze plerwszy element tego bloku 2 = 0 . Eazdy zespék odpowiladajacy
koniunkejom zbioru Sg'k ¢ p(f) pokrywa jednocsednie pole eo(po—
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T b ——

le o numerze ©) 1 tylko jedno pole spodrod Gi+k nél o wadze

& ¢ % . Uznaeza to, e gwlazdy pdl o wedze & + k  skiadaja sig
tylko z jednego zespoiu maksymalnego, Zespoly %{ #1) o, GASn'k
53 wise meapotami jadrowyml W cobrazie T(f)

Ainzlopgleznae sytuamcja zachodzl wiéwezas, gdy ostatni element blo-
¥u By tj.element a2 + k = 1 , Wowczas zesporemi jadrowymi sg ze-
spoty odpowiadsjace koniunke]em zbioru §E:§ S P(f)

Je£1d w zblorze A 83 bloki jednoslementows, 6 vola w obrazie
T(f) o wegech réwaych tym elementom, a wige nalezace do szbiorn
P’ ; wobec braku pdl o wagach réznigeych sig od i¢h wag o 1 nie
bgda mogty utworzyé zespoiu z zadnym innym polem zbiomi » . e
niza =z fego, Ze zespoly skiadajgee mig z Hych pojedyiezyeh pdl sa
zegpoiaml jgdrowymi,

Jesli zbidr A nle zawiers elementu enli 0 Iub n , sni  tez
nie ma blokdw Jednoelementowych, to - Jak Xatwo zauwasyé - zwlszdy
G{e) , & € E1 s bgda zawlermé co najmnlej dwe zespoky  makeymalne
pokrywejace rdine pola gbiorn 7' . Obraz T(L)  Jest wilakim proy=-
padkn obrazem cykliceznym, Wynike z tego, &e w obrazie I(f) ist-
niejg zespoly jadrowe tylko w przypadkach améwﬁcﬁych.powyze%

Zeepoly maksymalne odpowiadasjgee koniunkejom zbiloru
krrwaja tylke pola o wagseh & , 2 + 1y awey 5 + k & Llate?o, ges—
1t w obrdzie "I(f) znajdujq sle¢ zempoky J%dTOWG, to pe wiaezeniu

P61, ktére one polkrywaia, Ao zhioru T obraz T(f) stanis eig

obrazem cyklicenym (zakada sig, Ze w zbiorze 4 e3 rdwnlez inne
bloki niz te, kidrym odpowiadajas zespoly jadrowe).

Ba1.6, Realizacja algoryimdw Pl Aq prey wykerzystanin infor-
maeji o caikowlte] symetrii Tunmkeji

Zatdzmy, 2e deny jest obraz L(f) o ktdrym, meiods rozpoznewa-
nia gymebrii splsany w rozdz. 4 stwierdzorio, 2e Jjest obragem Tunk-
e¢jl ocaZkomicle symefrycznej T = 5, (a) . Ha podstawle wynikdw po-
dganyeh w pktach 5.1.4 1 5.1.5 pokazemy cheenle, jak mozna zmodyfi-
kowad algorytmy A3 4% przy okreglaenilu pokrycia obrazu T(f),
#dy Tunkeje f  Jest carkowicie pymetryczns, Zakdzmy, jak popraed-
nio, %Ze zbidr X nie zawiera liter zansgowanych. JeSli zbi b ten
zawiera takie litery, ‘to obraz T(f) o osiaah xT. Ty 3,-.., X

n
przekeztatea gig w obraz T(f) o ogiach x1, x2, ae g ‘n » gdmie
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(o By B3 : - .
Xy =Ky By € X, 1 - 1y 24 sesy N Obrzymany obraz jest wlw-
szmae obrazem funkeji cakkowleie symetryczne] poeisdajacej sbidr ey~
metrii X = {x£}2=1 .

Na podetawie ghloru 4 okrefla slg zespoly Jjadrowe (jesli ze~
chodzs przypadki omdwione w pkeie 5.1.5), a jadro obvazu  wigeza
sig do zbilom FY . W rezultacie oftrzymije ale obraz eyklicamny.

Reazlizacja algoryimu A po wykonaniu powyizsge] operacjli be-
dzie polegaé na bezposdrednim wykonyweniu algorytmu C . Zbidr pél
¥ okvedls sip jako rézpicg PN FY , gdzie jako I°  preyimis
aig 2bidr o maksymalne]j mocy sposrsd omdéwionyoh poprzednic zblordw
F§ ¢ Gwiszdy Gle) pdl e & i tworzy sig tak jak opisano =
pkeie $.1.4. Dalewny clag slgorytmu pozostaje bee zmien z tym Jed-
nak, ze zachodzl tu przypadek szozegdlny, w ktdrym w pkele  3.5.4
powisdzisng, e umozliwle upreszezenie algorytmu. Pokryele mind-
malne mozns miznowlcie w tym prazypedkw otrzymaé  bezposrednic po
okresleniu pilerwszezo ahioru.‘ﬁj_, dla kidrege bi =90 . ﬁoﬁliwééé
ta wynika = tego, e gwiazdy pdl e € F* tek podobnie jek gwiazdy
pozogtatych pdl w obrezie T(F) mala jednakowe rozmisry,

Nelegy jednek stwlerdzié, Ze przy syntezie pokrycia mipimalaego
obrazdw funkejl calkowicle symetryeanych posi&dajadych licezheg wos—~
tyeh implikentéw zblizong lub rdwnz p(n) algorytm A" (juz po=
czawgzy od n>=> %) mose wymagaé zbyl ﬁielkiej'liczhy gperacii mimo
opisanych uproszesen (jak to na przykied pokazane w  przykiadzie
3.4)4

Obecnie opiszemy krdtko mozliwodé uproszezenia algorybmu 4"
przy syntezie pokrycia obrazu funkejl cafkowicie symetrycznej. Po
otrzymeniu obrazu cyklicaznego, w wynlku wigczenia jadra obrazu do
zbiorn P, okrvedla sig sbldr FE o najwigkece] wocy. Zbidr ten
traktuje sig jako zbidr ¥ . Nastopnie mozns  kolejno  okredlad
sposobem opisanym w pkeis 5.1.4 gwiazdy psl € e ¥ 1 wybilerad =
nigh quasi-eketremsle, Znacznikowanie pdl zbhioru F1 wobec zZnajo—
model zbloru FX jeat zbedne, Zamiast gensrowad pwiezndy poszeze-
gdlnych pél e € B , zoacznie prosciej Jjeet ckreslad tylko Jeden
seapdr maksymelny w kazde] gwleddgie 1 trektowad go Jake guesi-
~ekatremalg. Jedll po ukodczeniu w ten sposdb zrealizowansgo algo-
vyt AT parametry Zli 1 &, wypedng zbyt duse, fo moina 320
powbdrzyd; okreflajac imne zespoly w poszezegdlnyeh gwissdach, Tek
uprnazeﬁona wereja algorybmi moze byé realizowané'nawat-pnzy Guka
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liczbie zmiemmych 1 przy duiej liczbie prostye: implikantdw (np.
2plizonej do p(n) lub méwnej jej). W podobuy wiadnie aposéb A
tor.okreslid pokrycie minimalne obrazu funkeji Sg’ 1,3,4,3,7,8 M-
jadyehr liczbe proptych lmplikantdw réwna p(8) = 57¢ to CZyM WEPOT~
niano w pkeie 3,7.4).

5.2, NHiektdre mozliwosci wykorsystania symetrii przy syntezie
~wyrazed minimalnych funkcji ezgiclowo aymetvyczmych

5.2,1. Wykorgystenie informacji eymetrii przy genercwaniu gwiazdy
Gle)

‘Dana jest funkeja czgdciowo symetryozna £ posiadajgea shide
symetzrii X . Hiech 8y 0znacsa pewne pols shiorn B w ohrazis
()., a o - koniunkejs odpowladajacg temu polu. ZaXdomy, 26
choemy okredlid gwiazde G{s) oraz ze Jeden zespdtr maksymalny Li
te] gwiazdy zoetalr juz okredlony, Hiech.1x; ozpacza prosty impli-
kant odpowiadajgey zespolowi Li ‘ Niebh.'&k:— oznacze zbidr Iifer
koniunke)i &y , 8 &L - zbiér Liter konluakeji &l . Okresluy
zhiory:

I, =XNSL, (5.10)
Xy = (X N&) N & (5.11)

Jesli zbiory %e nie sg puste, to wykonule sig pastezpujaca ope-
racje: wynlenmia slz w koniunkeji d,; dowolng litere 'nalezaea do
zbioru X1 na litereg ze zbioru Xe . Powstaks w ten spoadb ko-
niunkeja, ktdra ze waglpdu na eymetrie funkeji wzgledem liter, kté-
re byly wymienione, bgdzie rdwnies prostym implikantem funkeji £,
Konlunkeja %a zawiera ai¢ w koniunkeji &, , a wige zespdr jej od-
powizdajacy bedeie innym zespoiem makgymalaym gwiazdy G(e) , 0z-
nacsmy aymbolem G ghbidr wezyatlkich koniunkedi powstajacych =
koniunkeJi cti przez analogiczng wymiang liter ze zbioru Xy m2
Iitery ze zbioru X2 + Zeppoy cidpowiadajgce tym koniunkcgom bedy
elementani gwiazdy G(e ) « W ten sposdh na podefawie jednego ze-
apoin maksymnalnego moﬁna okreflié pewne inne zespoly maksymalne
generowane] gwigzdy G(ek) -
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5.2,2. Mwierdzenle o mozliwoded okredlania ekatremali w gwiszdsle
na peodstawlie informascjl o dymelril

Niech -GL ozndcsa 2bldr regpokdw odpowladajseych koniunkejam
zhiori G°b .
pierdzenis 5.2, Jedld

G.I' = G{ek)

‘b0 kazdy zespox maksyma1ny gwiazdy G{ek) jest ekstremals.

TDowdd, Zbioerowl G ZedpuZbyw meksymalnyeh sdpowieda zhice ko=~
niunkeji ¢® . Do wyrazeniz ninlmalnﬂao funkeji £ -musi wejse
przynaijmnie] Jedna koniunkecja sbioru G » Poniewas kazdsa kopiuni-
ejg zhieru g% mozna otrgymaé w dowolne] immej koniunkeji  bego
gbioru przez wymiane Liter gymetrii, przeto dokonujac wej ‘eamiany
w wyrazeniu minimelnym zawlerajacym ckredlong  Ionluakeje sbioru
q" otrzymejemy wyrazenia minimelne zawierajace pozostale koniunlk-
cje tego zhiioru. BT

Na podstawie twierdzenia 5,2 mozpa skeohgtruowsd peuna lokalng
operacip upraszezajica. Jesli dla ckreflone] gwiazdy G(e) waru-
nek tego twierdzenia jest spedniony, to wowezas wyhierd sig doviel-
ny zespti tej gwiazdy, ponlewas wiadomo, %e lptnieje pokrycis mi-
nimalne, kidrsge jest on ekstremaly.

=

5,2,3. 0 pewnej mozliwodei redukejl liezby zmienmyeh pray syutezie

wyrazenis minimalnego funkejl czgdeiowo symetryczoe]

Wiech fi 1 s =0, 1, 2, 3, hweoda funkejami rezydualnymi roz-
wvilnlecia danea funkeji cmzdciowo symetrycznej f[k1,...,Y } wimglem
dem zmiennych Ky 1 %y (zob. 2. 104)%

spieydzenis 5.3. Jesdli

{'KICN' xljf A (xk &~ il)f {ﬂr)_
oraz
f; ;= 1 (1) lub fk,l =1 (e)

to



:
:
I
;
)
]

ey = 3‘{13;2 v :‘;E_,] 12 ' E’l(ffc’l) - gdy fﬁ'l =1
P LT 2 20 el o e

Dawdd., ﬁvadnie z twierdmeniem 4,2, relacja (a) =sachodzi Vi Gw—
czazs, gdy Lk 1 = f3 L1 args f; 1= fﬁ 1 - Uwzglednisjac powyipse
réungdct we wzorve {4 3) (s 83) otrzymmaemy.

Fodstawiajae = EFE v XXy g otrzymuje sig
e prial
T= ghy 1V 95y 4
Jesii spetniony Jest warunslk (b), tos:

~ 3 fha a 1
D=9V, =8V {4

s @ ate anlesy od Bilenncel _ B
ek e nle zaledy od smisnnych Fy i LS wWige wyrs
genle sdinimalpe

;h(i Cf\/T-.(i‘k 1) = Kklt-I \/ka‘] \/Mff 1)

Jzgié  Pwicrdzenis cdnoszgces sig do warunku (e) dowodzd  sie
saelondeaznie., Q.E.D.

Tyierdzenie 3,3 vwmosliwis reduke]y liczby smiemnych przy synte-
zle wyrased minimalnyeh pewnyeh szezegdlnych funkeji czgdeiowo sy-
metryeznyelk, Liczba {(n) funkcji logicznyeh n smiennych spex-
mlzjacyeh werunki tego’ twierdzenmia jest rdwna:

Hhe2

5 n-2 4 —
t(r) =262 25 am(n - 1927 <nta - 1) Vita)  (5.12)



Pedeumuiemy krdtko ghdune zagudiieniz comowlons W 00 plaéisejume
pracy oraz uzyskans waznlejsese wyniki,

RozdziaZ 1 ma chapaktber wprowadeajasy 1 pofwigcony jeetb Hodepiu
pewnych wiadomofei ogélnyeh oraz defipicji pojgd podstawowycll,

W rozdziale 2 aforwmuiowans pojecile tdEblicy logiczns] " Zrign—
nych oraz obrazu funkeji logicznej - pojgciz podstawowe dls nrzy-
jeteze pedejdcis do rozwiazanie podlgiyel w pracy problemdw, Wpre-
wadzono pojgode zespolu pol orvaz eformifowzno twierdzenie o rozpo~
znawaniu sespokdw na podstawls pewnyeh wyrdinionyeh pojeé seome-
trycanych,

Rozdziar 3 jest posdwigcony w catodei zagadnieniom syntesy mini-
malnych i quesi-minimalnych pokryé obrazu funkeji, ktdrym na grun-
cie algebraiczuym odpowiadajq wminimalne 1 w przybliZemiu mini-
meloe wyrasenis funkejl logleznej. Qpracowano pevwne algerytmy ge-
nerowanla gwiazd pdl, wymsgane dla skonstruowaryeh v prasy =zlgo-
rytméw syntezy pokrvé, Do zasadniczych wynikdw tego rozdziairu na-
lesy opracowanie dwdch algorytmdw syntezy pokryé obragu  funkeli,
Klgorytm plerwszy, nazwany algoxytmen &% s powstal w wyniku dage=
nia do skonstriowania metsody, ktdéra bedzie wymagad mo2liwls usj-
moiejeze], tylko teorebyecznie niezbgdnej, liczby operzejl do almsd-
lenia pokrycie Scifle mipimaliiego. Skonstruowanie tepo alzorytm
poprzedzone tzoretycsng analiza mozliwoscl cokreslania  elenmenidy
{ekstremal) konsiviowanege minimelneps pokrycis obrazu za pomosy
tzw. operacji lokalnych. Do rozwijzania problemu w przypadku, gdy
sformitowane pperacie lokalne nie prowsdzs do uproszczenia chrazu
{gdy obrez jest cyklieczny), opracowanc btzw., metodg rTozijeczmych
gwiezd (algorytm &).

Drugi -algorytm, neszwany algorytmem 4% | stusy do  okredlenia
pokryé minimalnych lub w przyblizeniu minimalmych, bes koniseznod-
¢i przegladu wyrazed nieredukowalmych, co umoiliwia snaczng radnk-
cig liceby operacji. Dzigkl temu wydaje sig on szezegdlnie korzysi-
ny prezy ropwiasywaniu probleméw pokryeisa o duzej sziodonodel (W
proypadku duzej licsby zmiennyeh i dugzej liezby prostych impliken-
+déw).

Do istotuyeh cech tego slgorytmu naleizy to, 2e W przypadir, gdy
o otraymanym pokryeiu rie mozemy atwlerdzslé, &e Jess minimelne
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AT .

bl o

(chociaz w rzeczywistosci moze nim byé) posiadamy oszacowanie, ©
ile moze ono rdinidé sie od minimalnege, Druga istotng cechs algo-
rytmu, tak samo zreszty jek algorytmu AT, jest jego  uniwersal-
no&é, umozliwiajgca stosowanie go -przy réinyeh eformutowaniach
problemu pokrycia.

Algorytm A% w sformulowaniu odnoszacym sie do synteézy mini-
malnyeh wyraszeh normalnyeh funkejl logiczaych (przy czym rozsze-
rzony ra przypadek funkeji wielowyjéclowych - zob. publikacja or 6
péniZed) zapiogramowano w jesyku Ljepas na maszynie cyfrowe] Qdra
1204, Dzislajace obecnie wersja progremu umoziiwia syntezg guasi-
ninlmalinyeh wyrazen funkejl logicznych wielowyjsclowych przy ogra—
niezenin, %e lgczna liczba zmienaych funkeji n oraz liczba wyjéd
m- nié przekrsacza 31y 16 jest n + mL 31.

Badania przeprowadzone na maszynie eyfrowed w peimni potwierdzi—
ity przydatnosé prektycgng algoryimu. Wyniki badan oraz opisy pbi-
nych modyfikecji algorytmu beda przedmlotem oddzielne] publikacdi.

W vozdziale 4 opisano metode¢ rozpoznawsnis symetril funkeji lo-
giceznych polegajacs ma zastosowaniu obyazu funkeji. W metodzie tej
gprawdzenie symetrii okredlonych liter sprowadzono  do  operagji
sprawdzenis identyeznodei (lub ustanowienia jej przez smisng wer-
togel % wa O lub 1 w przypadku fuhkejl czesciowo okredlonych)
pewnyeh podobrezéw obrazu funkejl. Dzigki temu metods take wydaje
si¢ korzystna zardwno dla rgeznej jak i dla meszynowe] realizacii.

‘RozdzlaZ 5 poswigcono wyjesuienin mozliwodel uratwienia syntezy
wyrazed minimelnych przez wykorzystanie informacii o symetrii funk-
¢ji. Podano szereg wynikdw umozliwiajaeyeh ietotne .upraazczﬁnie
syntezy pokryeia minimslnego, przede wezystkim w prazypadku funkejd
catkowiele symetryeznych. '

Himo, Ze niniejsza prace dotyczy zasadniczo wylacznie problemdw
syntezy wyrased minimalnych Punkeji logleznych i1 rgzpoznawenia ich
symetril, to niektdre Jej wynikl moga byé stosowane rdéwnles wszer-.
#zym zekrepie, Przede wezyetkim odnoei sig to do algorybméw synbe-
zy pokryé 4" i 4%, o ktéryeh w pkeie 3.7.3 wykazano, &e' mogg
vyé zastomowane przy dowolpym sformuowaniu problemu pokrycie.

lia zakoficzenie warto dodad, ze wprawadzone w pracy pojgeis ob-
razu fupkeil moie byé atwe rozszerzone na prazypsdek Punkeji wies
lowartodciowych., W zwigzku 2 tym opracowany aparat pojgciowy oraz
metody podejdeia do rozwlazywanyeh probleméw mogg ckazné dig pray-
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datne przy rozwlgzywaniu probleméw teorii wielowartosciowych ukiam

déw logicznoych.

7 tematem niniejsze] precy wigkg sig¢ nastgpujace publikacje
autora:

1. Graficzna minimalizacja w klasle aiternatywvych normalnych wy-
razett Fumkcji logicznych w operciu o tsblice Lypu tablic Veit-
cha-Kapnaugha. Warszawa 1967, Pr. Inst. Automst. PAN z. 52.

2. Netoda ckreilanie wyrazenia minimaluego dwuwartofcicwej fumkoji
logicznej Dbeszposrednio na podstawie jej graficenego obrazu w
tablicy typwn Veitchs-Rarnaughe. Xrvekéw 1967. Pr. IV Kraj. Konf.
Aptomat. t. 2 8. 29=42,

%, Recoznitien of total or partial symmstry in a completely or in-
conpletely epecified switching function. Proec. IV Comgr. IFAC
Warsgzawa Jiune 16=21 1969. Vol, 27. pp.109-129.

4. O guasi-minimglnym rozwigzanic problemn pokryeia.ireh., Automat.
i Telemechan. 1963 z. 4.

5. On the guasi-minimal solution of the genersl covering preblem.
Pros, Vth Yugoslay Inteyn. Symp. on Information Frocessing,Bled
Cctober 8-11 1969 pp. 125-128,

6. Minimalizacja funkcji logicenych za pomoca metody pokrycia.Zesz.
nauk. Polit. Slgs. 1969 Automatyka z. 14.

DODATER

Dia ilustracji rozwazen podenych w pkieach 3.7 1 5.1.6 pokagsemy
przykiad zastosowania algorytou 42 do syntezy pokrycia obrazu funk-

8
OB T =85.4,5,4,5,7,8"
Zadata funkeja f Jjast Tunkcja calkowicie symetryczng, majyc

naksymalng liczbe prostych implikantodw wazod funkcai B zmisnuych,
tie. p(8) = 576, Liczba slementow w zbiorze F' wynosis

o tg = 200
i=01105i4$5o?98

& w zbiorze FO

S e

i=2’6



Tablica prostych implikantéw dle tej funkcji ma zatem rozmia—
ry 576 x 200.7
Obraz T(f) funkeji przedstawiono na rys, D1.

Zgodnie z wynikemi pktu 5.1.5, gwiazdy pél majaeych w obrazie.
T(2) wege 1 fcg = 8 pél) oraz wage 7 (Gf = 6 pél)sy. jednoelemen~
“towe; zaten zespoly begdgce ich elementami sq zespolami  Jjgdrowymi.
Jadro pokryeia N° skiads sig wige z zesporéw I ui). i =, 2y
cesy 16, gdzle e

o, € Fju 57

2 few 2 ogm == == mos oo o
SO {x1qcz...25.7, x,lxa_'-.xaxa’ x,.'xa-ooxsx?xa' "Tewy szauoxs}

S,? = {x,.l_:,ca...x,?, XaXosenKcday XaXoere 5'3’?’:{8' oiiay xax_y..
- a» Xa

Zespoly L( cxi) sg zespolami o rozmiarze 1, powstailymi przes
pot4czenie pola e =z kolean;gm.‘l. polami o wadze 1 (1 = 1;2,..+,8)
oraz przez polgczenie pola e z kolejnymi pelami o wadze 7 (i =
= Oy 10y s«ss 16}, Pola o wadze 1 orTaz '? ZaZndczone na rys. D1 zne—
lrami @ i ponumerowano kolejno,wedlug wzrastajacych numeréw tych
pély liczbami 1, ..., 6. Jegeli przyimiemy, %e zespbdl pokrywajacy
pole ozZnaczone liczbq, 1 oznzcza |zespdél jadrowy L oci), to Ze—
spoly I« 0&1), i=1, 2 seey 16y beda odpowiadaly kﬂleanym ko-—

niunkejom najplerw zbioru SO 8 nastepnie zb:.oru 87 .
Po wigezeniu jadre obrazy do zbioru F* otrzymujemy obras (2,
W kidrym zbidr F'| akizda sie z pdl o wagach 3, 4 1 5  (Igoznie

E- C."'é = 182 pola)., Gwiazdy tyck pél majq odpowiednmio c%: 10,
i=3¢4,5 :
ic; = 16 1 02 =10 elementow (zob. kG 5.1.4).

Obraz Te(f) jest wige eyklicany, a odpowiadsjgca mu cykliczne
tablica prostych implikantdw ma rozmiaxy 560 x 182, przy czym W
03 + cg = 112 kolumnach ma 10 elementéw, a w Gg =70 ma 16 ‘ele~ '
'mentﬁ:w.

Poniswaz Zedns ze znanych technik reua_:ccyanych nis umogliwia u-
proszczenia tak_'Le;] tablicy, przeto, aby okreslié pok‘_‘c'ycie minimal-
ne obrazu T°(£), nalezy zgodnis z metods Petrica okraslié fumkoje
bo! (3 g) 4 nastepnie wymnoZy¢ logicznie przez siebie 112 czlo—'
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néw dysjunkcyjnych'10;1iterowych oraz 70 czlondw 116-Literowych wy-
konujae w toku tego wymnsZenis operacje pochlaniania.MNastepnie ma—

lezy wirod otrzymanych skisdnikéw okreslié droga przeglgdu  ten, '

kidry odpowiada pokrycliu minimalnemu (gdyby nie dokonywad operacji
pochtaniania w toku wymnazania, wéwezas otrzymaloby sie 10112'167
sktadnikéw (1). Mimo %e trudno ocenié fcisle liczbg konlecznych do

‘wykenania operacji, wydaje sie Jednak, Ze wykonanie tych obliczen

znscznie przekracza mofliwofel nawet najszybszych masezyn natematy-

czaych,
Zastosujemy do okreslenia pokrycia obrazu 1°(f) algorytm_ Al

zmodyfikowany zgodnle z pktem 5.7.6.

Wykorzyﬂtuaac wyniki pktu 5.1.4 okreslamy zbiory F? pbi, kto-
Tych gwiszdy sa roskgeznes ¥, - zbiér pol o wadze 3 5" B - zbiér
pél o wadze 5. S3 one réwnoliczne: c(Fr) c(Fr) 564 Wybieramy
2bidr Fr Z gwlazd pol tego zbioru wybieramy koleano po  Jjednym
nespole maksymalnym_daaap do tego, by poikxryé nimi caiy zbibr ¥,
Otrzymane w ten sposdb pokrycie (po wykonaniu réZnych préb) zazna-
czono ne rys. P. Pola zbioru Fﬁ oZnaczone ng rysunku znakiém'C)
i pdnumerowano kolejno 17, 18, ..., 72, Otrzymane pokrycie.

w3y = 10U a°,

gdzie
16 72 -
M° =-L_J L( @) - Jadro pokrycia, Mcal_J L; - pokrycie obra-
3=1 i=17

zu ¢yklicznego 2%(g), Ly - zespél maksymalny wybrany z g@iﬁ—
zdy pola oznapczonego liczbg 1 zespél pokrywajacy +o pole
Zaznaczony na rysunku .

Poniewaz. z kaZde] gwiazdy pola zbioru Fr wybrano tylko jeden

.zegpol meksymalny ,fa z¥oZonodel unyﬁtklch zespolow maksymal—
nych dowolnej gwiazdy w obrazie T(f) sg jednakowe, przetc A =0
oraz &= 0. Otrzymane pokrycie MI(T) jest wige pokryciem Scifle

minimalnym.
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CHRTES MUEYMATBHHX OOPY
7 PACTOSAARAREE CUMMETPUEA JOTMYECKAX QYREIAN -

Pozntie

B ¢rarse ONHCAHE BORES ROBHONIAN pBNISENA HOKOTOPHI cyue-

OTBEHHX BOWPOCO® TOUpEN EOMOBHAIMOHENX aBTOMATOB: BOMPOCA
HOEPHTAA TPH CHEIESD mERMaAbEES AH®, TipOGAeNE PRCNOBHARBHNER
cHupeTpUR (MOIROR Wi GAETUYHON) NOTHISCHUX QYHKIR ¥ MCIOJB=
SOBANAA KEQODMANEN © CHNMSTPHN QYRRIRA ang oGASIIcHNA CHHTS-
36 BX MUARMANGEGX (Jopet. o . .
Onucasd IBA AEPORUTHA CRETESE morpurkits A® — ASmoui TOYHO
\MERMANEE0S NOKPMINE, O TDEC #t MEOPZA OCYWeCTBACHHA OLES=
paumy nepeGopa ® 88 - @ Tpedywmui nepedopa u LARNKE - T.H.
KRasuMUHEEANbROS HWORDHINS BMECIC O omeHKof MERCHMAIBHC B0~
MOEEO# DA3HUNE WEHRY DOMYISEHHM # MW/HAMANSHENM TIOWPHTACM. . -
% ONUCAHES DABPRSOTAHHENX GIFOPATHOR MPAMEHEHA IBYXMNED~
Raf TeOMeTWUSCESE MONSESD MoTugeckol GyERUME T,.H.00pa3 HYHK-

g T(E).

B. 5. Michalski
SYNTHESIS OF MINIAL GPRUCTURES OF COMBINATIONAL AUTOMATA
AND RECOGNTTION OF SYMMETRT IN SWITCHING FUNCTIONS

SumDary

The paper descrides new ideas of resolving some of the
significant problems in switehing c¢ircuits theory: the co-
vering problem copmested with the synthesis of minimal Toxms
of ewitching functilons,the pacognition of the generally sta=
ted symmetry of swdfehin functione and the use of symmatzry
properties to simplify the synthesls of minimal foymse

Two algoritbms for gynthesls of a cover are derived: & -
- which yields a mi 1 cover, but may require some inspec—
tion operations mmil 4> — which does not require ingpection
and gives a so—called . pasi~minimal cover with gn- estimate
of the maximal pogsible distance 40 the minimal cover.

As e tool Por miporithms was used a two—dimenegional geo-
metric model of a switching function, called the image il & 38
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